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EinfGUhrung

Sichtwechsel: Bisher Basen fest, lineare Abbildungen beliebig, jetzt lineare Abbildungen fest,
Basen beliebig.

Satz (Basen-Konvertierungs-Lemma). Seien

K Korper,

V, W endlichdimensionale K-Vektorraume,

f € Homg (V, W),

B ={v1,...,v,} BasisinV,

B = {0y,...,0,} BasisinV,

C ={wi,...,wy,} Basisin W,

C = {a, ... 0y} Basisin W,

M (f) Darstellungsmatrix von f bezuglich B und C,

M (f) Darstellungsmatrix von f beziiglich B und C,

S € GL(n) bestimmt durch 0; = > | s;;v; furj =1,...,n,
T € GL(m) bestimmt durch wy, = >~ sy furk =1,...,m.
Dann gilt:

M(f) =TM(f)S

Beweis.

I. Die lineare Abbildung s : V' — V, die definiert ist durch s(v;) := ¥; hat Darstel-
lungsmatrix S. Da s bijektiv ist (Basistransformationssatz I.5.1), ist S invertierbar. Somit
S € GL(n).

I1. Analog ist T" die invertierbare Darstellungsmatrix der linearen Abbildung t(wy) = wy.

21.4.2004



Einfiihrung

. Mit M(f) = (aij) und M(f) = (aij) gilt:

Z a;w; = f(v)) (wg. Def. der Darstellungsmatrix)
=1
=f (Z Sijvz') (wg. Definition von S)
=1
= Z sij f (Vi) (da f linear)
= s > apwy (wg. Definition der Darstellungsmatrix)
i k
=3 apisiwy
PR
S apisy Y tuiy (wg. Definition von T')
PR 1

! ki
Koeffizientenvergleich (da B Basis) erzwingt
apj = Z Z Lk @kiSij,
P

d.h. M(f) =TM(f)S.

Satz (Normaldarstellung fir Matrizen von Vektorraum-Homomorphismen).
Sei f € Homg (V, W). Dann gilt:

3B = {1,...,0,} Basis von V
3C = {wy, ..., Wy} Basisvon I :

0
mit genau r := Rang( f) Einsen.

Andere Schreibweise: (% 8)



Beweis. Sei B = {v1,...,v,} Basisvon V und C' = {wy,...,wy,} Basis von W und M(f)
die Darstellungsmatrix bezuglich B und C.

Bekantlich kann M (f) durch elementare Zeilen- und Spaltentransformationen auf die Gestalt
(% 0) gebracht werden. Die Komposition der elementaren Zeilenumformungen definiert eine
Matrix 7' € GL(m), siehe Beweis des Multiplikationssatzes fur Determinanten. Analog ergibt
die Komposition der elementaren Spaltenumformungen eine Matrix S € GL(n). Also

TM(f)S = (% 8) .

Setze nun 0; := Y 1) sijo; und by i= Y-, digjw; mit (iigy) =: T~ GeméR Basis-Konvertie-
rungs-Lemma ist M (f) = TM(f)S die Darstellungsmatrix bezlglich B und C.
O

Speziell im folgenden Kapitel V' = .
Definition. Endg (V) := Homg (V, V') Menge der ,,Vektorraum-Endomorphismen*.

Dann interessiert ein Basiswechsel von B = C zu B = C. Also statt vier Basen nur noch
zwei Basen.



24200 8 Normaldarstellungen far Matrizen von
Vektorraum-Endomorphismen

8.1 Basis-Konvertierungslemma

Satz. Seien
f € Endg(V),
B :={v1,...,v,} Basisvon V,
B:={#1,...,7,} Basisvon V,
M (f) Darstellungsmatrix von f bezuglich B,
M (f) Darstellungsmatrix von f beziiglich B.
Dann gilt
M(f)=S""M(f)S,

wobei S € GL(n) bestimmt ist durch

n

’L~}j = Z Sijvz’ Vj

i=1

Beweis. Im Konvertierungslemma fiir Vektorraum-Homomorphismen galt ]\Z/(f) =TM(f)S,
wobei zu S die lineare Abbildung s(v;) = v; gehort und zu T die lineare Abbildung t(wy) =
wy. Jetzt B = C und B = C, woraus folgt ( o s)(v;) = t(s(v;)) = t(¥;) = v;, somit
tos=idy,t=stundT =51 O

Bemerkungen.

(i) Wegen

det (M (f)) = det(S™*M(f)S) = ﬁ ~det M(f)-det S = det M(f) =: det f

ist det f wohldefiniert.
(if) Definition.

VAe K™":Spur A := Za“
i=1

Die ,,Spur*! einer Matrix ist die Summe der Hauptdiagonalelemente.

Yengl. trace



8.1 Basis-Konvertierungslemma

Es gilt
det(AB) = (det A)(det B) = (det B)(det A) = det(BA)

und

Spur(AB) = Z Zaijbji = Z Zbﬂaij = Spur(BA).
J J ot

i

Zudem analog zu (i):
Wegen

Spur M(f) = Spur(S_1 M(f)S) = Spur(M(f)SS_l) = Spur M (f) =: Spur f
oy

ist Spur f wohldefiniert.

(iii) Die Rechenregeln fiir det und Spur tbertragen sich somit von Matrizen auf lineare Abbil-
dungen, z. B.

detidy =det B, =1
Spuridy = Spur E, =n

det(kf) = det(kM(f)) = k" det M(f) = k" det f
Spur(kf) = --- = kSpur f.

(iv) Besonders hilfreich:

f Isomorphismus < f bijektiv
< M(f) invertierbar
< det M(f)#0
s det f#0

(v) Welchre ,,Normaldarstellung“ fur M (f) ist erreichbar?

Definition. M (f) heifit ,,diagonalisierbar*, falls gilt:

ky 0
3S € CL(n)3ky,...,kn € K+ M(f):=  ST'M(f)S =
—_———
L Ahnlichkeitstransformation* 0 k?n

,,Diagonalgestalt*

Selbst Diagonalisierbarkeit ist nicht immer gegeben. Satz 7 wird ergeben, daf3 i.a. die



8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

8.2

folgende Darstellung erreichbar ist:

J1 0
Jo
J =
0 Ji
T; 0
mit ,,quadratischen Blocken® .J; = Lo e KFixki g e K
0 1 x
f-Invarianz

Definition. Sei f € Endg (V) und U C V Untervektorraum. Der Untervektorraum U heift
»f-invariant®, falls gilt f(U) := {f(u)|lu e U} CU.

Bemerkungen.

(i)

(i)

(iii)

10

In diesem Fall ist die Einschrankung

f|U U —- U
u = f(u)
wohldefiniert und linear. f|y € Endg (U).
Wihlt man eine Basis by, . .., b, von U und erganzt diese mit den Vektoren ¢y, ..., ¢, zu
einer Basis by, ...,bn,c1,...,c, VON V, so hat die Darstellungsmatrix von f die ,,Block-

Dreiecksform*
B D
mXm mXxXn
0 cC |’
nxn

wobei B die Darstellungsmatrix von f| ist.

Sei V' = Uy + U, Vektorraum-Summe zweier Untervektorraume Uy und Us, die zueinander
komplementar sind. (Schreibweise V' = U1 @ Us)

Wahlt man eine Basis b1, ..., b, von U und eine Basis c1,...,c, von Us, so erhalt die
Darstellungsmatrix von f beziglich B = {by,...,bm,c1,...,c,} die ,Blockdiagonalge-
stalt”

min=(5 &)

wenn sowohl Uy als auch Uy f-invariant sind.



8.2 f-Invarianz

(iv) Invariante Untervektorrdume erhalt man mittels der ,,iterierten Abbildungen®

L=
fi=fof
f2=fo(fof)

e L

Satz (von Hans FITTING, 1906-1938). Sei f € Endg (V). Dann gilt:

(i) V2OBidfDOBidf2D...

(i) {0} C Kernf C Kern f2C ...
(i) 3k e N: Bild f* = Bild f¢+!

(iv) 31 € N: Kern f! = Kern fi!

(v) Vk € N:Bild f* = Bild f*™! = Bild f**! = Bild f**2 = ...

(vi) VI € N: Kern f! = Kern f"! = Kern f'*! = Kern f'72 = . ..
(vii) min{k € N|Bild f* = Bild f¥*'} = min{l € N|Kern f! = Kern f!*!1} =:m

(viii) V = Bild f™ + Kern f™ und Bild f™ N Kern f™ = {0}.
Schreibweise: V' = Bild f™ @ Kern f™.

(ix) Bild f™ f-invariant und Kern f™ f-invariant.
Beweis.

(i) Bild f C V = Bild f2 = f(Bild f) C f(V) = Bild f
(i) z e Kern f = f(z) =0= f(f(2)) = f(0) = 0= 2 € Kern f?

(iii) Aus (i) folgt, daB die Dimensionen auch fallen:

n > Rang f > --- > 0 = 3k :Rang f* = Rang f**!
und Bild f* = Bild f*+!

(iv) Aus (ii) folgt, daB3 die Dimensionen steigen:

0 < dimKern f < dimKern f2 < --- <n = 31 :dimKern f! = dim Kern f"+!
und Kern f! = Kern f!*!

11
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8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

(v) Bild f&+1 = f(Bild f*) = f(Bild f*+1) = Bild f*+2

o

(vi)
z € Kern flJr2 =0= fl+2($) = flJrl (f(m))
= f(z) € Kern f'!
(@) =0
= z € Kern fl+1
(vii) Yk e N :

Bild f* = Bild f**! < Rang f* = Rang f**+!
& dimV — Rang f* = dim V — Rang f*+!
& dim(Kern f*) = dim(Kern f5*1)
& Kern ¥ = Kern fF*!

Daraus folgt die Behauptung.
Wiii) 1. ,D*V
i ,,C*
Seiv € V. Wegen f™(v) € Bild f™ = Bild f™*! = ... = Bild f?™ existiert ein

w €V mit f"(v) = f2™(w). Dafiir: 0 = f™(v) — f2™(w) = f™(v—f™(w)), also
v — f™(w) € Kern f™. Somit hat man v = f™(w) + (v — f™(w)) € Bild f™ +

Kern f™.
I1l. Seiv € Bild f™AKern f™. Dann existiert ein w € V mitv = f™(w), woflr wegen
v € Kern f™ gilt f™(v) = f2™(w) = 0. Also w € Kern f?™ = ... = Kern f™

und es folgt v = f™(w) = 0.
(iX) Zu zeigen f(U) C U mit U := Bild f™. Offenbar gilt sogar Gleichheit, denn
f(Bild f™) = Bild f™ = Bild f™.
Noch zu zeigen f(U) C U mit U := Kern ™. Das folgt aus

v € Kern f™ = Kern ™! = 0= f™(v) = fm(f(v))
= f(v) € Kern f™.

Bemerkungen.
0]
Bild f™ =V < f™ surjektiv
& f™ bijektiv
< f bijektiv (und m = 1)

(i) Bild f"={0} & f"=0<3:f =0

12



8.3 Nilpotenz
8.3 Nilpotenz

Definition. f € Endg (V) heiRt ,,nilpotent”, falls [ € N existiert mit f! = 0. Ist m das kleinste
solcher [, so heilt f nilpotent ,,vom Index m*.

8.4 Darstellungssatz fir nilpotente Endomorphismen
(Jordan-Darstellung)

Satz. Sei f € Endg (V) nilpotent. Dann gilt

N eNIng,...,m €NTby,... . €V :

b17 f(b1)7 st 7fn1_1(b1)7
bg, f(bQ)a cee 7fn271(b2),

blaf(bl)"'wfnlil(bl)
ist eine Basis von V und f"*(by) = --- = f"(b;) = 0.

Beziiglich dieser Basis hat f die in Abb. 8.1 auf der nachsten Seite definierte Darstellungs-
matrix M (f).

Beweis. Falls die gegebene Liste eine Basis bildet, ist M ( f) die zugehdrige Darstellungsmatrix,
denn es gilt immer f(v;) = Y, a;jv;. Hier: vj = fP(by) = f(v;) = fP7(by) = vj41

= ajy1,j = 1,a; = 0sonst, falls p # n;
oder aji1,; =0,a;; = 0sonst, falls p = n;.

Zur Hauptsache, daR die gegebene Liste eine Basis bildet: Wir konstruieren Untervektorraume
Uy,..., U, vonV so, daB gilt

V =Kern f™ = Kern f™ ' & Uy,
Kern fm ! = (Kern fm2 4 f(Ul)) @ Us,
Kern f™ 2 = (Kern 73 4 F2(U) + f(U)) & Us,

Kern f? = (Kernf + AU + -+ f(Um72)) ®Upn—1,
Kern f = ({0} + /™ Y U) + -+ + f(Un-1)) ® Upn.

13



8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

0 0
1 0
| 0
0
0 1 0
ny X ny 0 0
1 0
1
0
0 1 0
M(f): n2 X Ny

= O

-0
0 10

n; Xmny

Abbildung 8.1: Jordandarstellung eines nilpotenten Endomorphismus

14



8.4 Darstellungssatz fiir nilpotente Endomorphismen (Jordan-Darstellung)

Wir wahlen Basen

bl,---abrl von U1,

b7«1+1,...,br2 von Us,
brm_2+1, C 7b7‘m—1 von U,,_1,

by, 141,---5br,,  vONUp,.

Nun zeigen wir, dal’ die folgende Liste von Vektoren eine Basis von V' bilden:
bl, f(bl), ey fmfl(bl),
: aus Uy, wird (m — 1)-mal iteriert
b?"l? f(brl)7 A 7fm71(b7"1)7

b?“1+17 f(bT1+1)7 R 7fm72(b7"1+1)7
: aus Uy, wird (m — 2)-mal iteriert

é77"27.]0(177"2)7' . 7fm72(b7"2)’

brm—2+1’ f(brm—2+1)?
: aus U,,,—1, wird 1-mal iteriert
brm—l ) f(brm—l )’
brm—l‘i’l’
: aus U,,, wird 0-mal iteriert
b,
I. Hilfsaussage: Firi =0,1,2,... gilt
Kern [~ = Kern "1 @ f{(U) @ f (U2) @ - @ f(Ui) @ Ui

Denn fiir i = 0 gilt das per Konstruktion. Mit vollstdndiger Induktion folgt:

Sei z € Kern fmfifl, up € Ul, s, Uil € Ui+1 mit) =z + fl(ul) + fiJrl(UQ) +-
f(u;) + 1. Wir wollen zeigen, daf jeder Summand selber schon gleich 0 ist, denn damit
ist die behauptete Zerlegung eine direkte Summe.

Per Konstruktion gilt w41 = 0. Weiter 0 = f™71(0) = f™ Yz +...) = 0+
S un) 4 f 2 (ug) A+ T wg) = (T () A ), do b f () +
-+ u; € Kern fm™%

Es sind Kern f™~(=D=1 = Kern f™ ! und = (U}),..., f(Us;) gemaR Induktionsvor-
aussetzung zueinander komplementér.

Somit folgt 0 = £~ 1(uy) = f"%(ug) = --- = ;. Daraus 0 = fi(u1) = fi(uz) =
-+ = f(uy), was impliziert z = 0.

15



8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

Il. Folglich gilt

V=U®fU)® f2(U) & & fmHU)
U@ f(Ua) @ - @ f2(Uy)

D Um-1D f(Un-1)
® Unp,

und die aufgelisteten Vektoren bilden ein Erzeugendensystem von V.

I1l. Die aufgelisteten Vektoren sind auch linear unabhéngig, denn eingeschrénkt auf U; sind
furj = 1,...,m — 1 die Abbildungen f*|y, injektiv, weil ihr Kern entartet:

zeUiAKern f/ = 0 = fi(z) = f7T(x) = - = [ ()
=2 cU; AKern f"" = {0} = z = 0.

O

29.4.2004 Beispiel. n; =2 < ny = 3. Sei f € End(R®) gegeben durch f(z) = Az mit

2 -3 -1 -1 2
1 -2 0 0 1
A=1]10 2 -1 -1 0
1 -4 1 1 1
0 -1 1 1 0
Dann f?(z) = A%z mit
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
A2=1 —2 00 1
-1 2 0 0 -1
0 0 0 0 O

und f3(z) = A3z mit A3 = 0. Somit ist f nilpotent mit Index 3. Also {0} € Kern A C
Kern A2 C Kern A3 = R,
Jetzt riickwarts rechnen (wie im Beweis).

-1 2 0 0 -
S — 229 +25=0

xEKernA2<:><1 —2 00 11>3::0

Da dim(Kern A%) = 4, folgt dim U; = 1.

16



8.4 Darstellungssatz fiir nilpotente Endomorphismen (Jordan-Darstellung)

Wir wéhlen
1
0
bi1=10
0
0
und berechnen
2
1
flby) = Aby = |0
1
0
und
0
0
f2(b) = A% = | 1
—1
0
. Der Untervektorraum Kern A? hat Basis
2 1 0 0
1 0 0 0
01,10 1{,]1 0
0 0 0 1
0 -1 0 0

Jetzt zu Kern A:
T3 = —24
reEKemmAs - day =0

Ir1 — — X5

Da dim(Kern A) = 2, suchen wir 2 Basisvektoren dafir, z. B.

1 0
0 0
0o1l,]1
0 ~1
1 0

Zusammen mit

~~
—~
>
=
N~—
Il
O = O~ N

17



8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

suchen wir eine Erganzung b, so, daB Kern A% = (Kern A + f(Uy)) @ by . Wir wéhlen

U2

2

1

b =10

0

0

und berechnen

1
0
f(by)=Abs = | 2
—2
-1

1. Finale:

Bezuiglich der Basis
bi , f(b) . f2(b1), by, f(b
1, f(b1) , f2(b1), ba , f(b2)
=Vl —=wg=Av; =wz3=Avg V4 =—=u5=Avy

besitzt f die Darstellungsmatrix

=

~

S~—

Il

O =

i)

o O
(an)

)
)

Bemerkung. Sei f weder bijektiv (d.h. Bild f™ # V') noch nilpotent (d. h. Bild f™ # {0}).
Dann wird V' durch Bild f™ und Kern f™ in zwei echte Untervektorrdume zerlegt. Dabei ist
f|Bita gm surjektiv (wegen Bild f™ = Bild f™*! = f(Bild f™)) und also auch bijektiv. Zudem
ist f|kern ¢ Nilpotent.

Somit ist f ,,zerlegt” in eine bijektive Abbildung und eine nilpotente Abbildung.

Jetzt zu bijektiven Endomorphismen.

8.5 Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition. Sei f € End(V)und z € K.

(i) = heilt,,Eigenwert von f“, falls gilt 3v € V'\ {0} : f(v) = zv (d. h. Kern(f — zidy) #
{0}).

(i) v € V \ {0} heiBt ,,Eigenvektor zum Eigenwert z*, falls gilt f(v) = zv (d.h. v €
Kern(f —zidy) \ {0}).

18



8.5 Eigenvektoren und Eigenwerte

(i) E,(f) := Kern(f — zidy ) heift ,,Eigenraum zum Eigenwert x*.
H,(f) = Upen Kern((f — zidy)*) heiBt ,,Hauptraum zum Eigenwert z*.

(iv) Spec(f) := {x € K|z Eigenwert von f} heilit ,,Spektrum von f*.
Bemerkungen.
(i)

v e Ey(f) < (f—zidy)(v) =0
< f(v) =azv
< v = 0 oder v Eigenvektor zum Eigenweert

(ii) Nach Schachtelungssatz existiert m mit H,(f) = Kern((f — zidy)™) = Kern((f —
zidy)™t) = ... und Hy(f)ist (f — «idy)-invariant und E,(f) C Ha(f).

(iii) Daraus folgt offenbar

Vo € Ho(f) : f(v) = (f —idv)(v) + zv, € Ho(f),
€H.(f) €Hy(f)

d.h. H,(f) ist zudem f-invariant.
(iv) Vx € K :

x € Spec f < Kern(f — xidy) # {0}
< f — zidy nicht bijektiv
< det(f —xidy) =0
& det(M(f) —zE,) =0,
wobei M (f) die Darstellungsmatrix einer beliebigen Basis ist.

(v) Ubertragung auf Matrizen A € K™*",
x € K ,Eigenwert von A“, falls det(A — zE,) = 0.
v € V ,,Eigenvektor von A", falls v # 0 und Av = zv.

Ebenso Eigenraum, Hauptraum, Spektrum.

Beispiel. Die Abbildung f € End(R?) habe die Matrix
1 1 1
A=11 2 1].
1 2 3

19



8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

Dann z € R,

1—2 1 1
det(A — zE3) = det 1 22—z 1 = =23+ 62% — Tx +2
1 2 33—z
= —(z—-1)(z*=52+2)=0

5 25 8 5
=loderz==-+4/—— -~ =-+2=
o T ENT 173 {

5.5.2004 i) flv) =2v < - & v e Kem(f —zidy) = L(f — xidy,0) = Lsen homogener
linearer Gleichungen = kennen wir schon!

D= N[O

(if) Aber: Die Berechnung der Eigenwerte selber ist das Auffinden von Nullstellen des ,,cha-
rakteristischen Polynoms*

det(A — zE,) = (=) 2"+ a1z" * + - +a, =0.

8.6 Algebraische Abgeschlossenheit
Definition. Ein Korper K heil’t ,,algebraisch abgeschlossen®, falls gilt
VneNVay,...,ap € K3z e K: 2"+ a2 '+ +a,=0.

In Worten: Jedes Polynom mit Koeffizienten in K hat eine Nullstelle in K.

Bemerkung.

(i) R ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn x2? + 1 = 0 hat keine Nullstelle z in R.

(if) Cistalgebraisch abgeschlossen, was die Aussage des ,,Fundamentalsatzes der Algebra*
ist und in der Algebra-Vorlesung bewiesen wird.

(iii) Endliche Kdrper sind nie algebraisch abgeschlossen, denn im Fall K = {z1,...,z,} ist
(x1—x) - (zp,—x)+1#0flralle z € K. Das heifdt, jeder algebraisch abgeschlossene
Korper ist unendlich.

(iv) Ist K algebraisch abgeschlossen, dann hat jedes charakteristische Polynom

det(A—zFE,) =0
eine Nullstelle . Somit gilt
Vf € Endg (V) : Spec f # 0;

VA € K™"" : Spec A # (.
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8.7 Darstellungssatz fiir beliebige Endomorphismen (Jordan-Normalform)

8.7 Darstellungssatz fur beliebige Endomorphismen
(Jordan?-Normalform)

Satz. Sei K algebraisch abgeschlossen, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f €
Endg (V). Dann existiert eine Basis B C V/, bzgl. der die Darstellungsmatrix von f Blockdia-
gonalgestalt hat:

Jy 0
Jo
M(f)=
0 Ji
mit ,,Jordan-Blécken* der Form
1 Xy
J; =
M XNy
Z;
0 1 x

firn, e Nz, e K,i=1...,t.

Beweis. Induktion nach n := dim V:
Induktionsanfang. n = 1:
VoeV=K:f(v)=uvf(l) =zivmitz; := f(1). Also M(f) = (x1) = (J1) mit simplem
Jordan-Block J; = (x1) € K1,
Induktionsschritt von n — 1 auf n:
Da K algebraisch abgeschlossen ist, existieren Eigenwerte:

Jz € Spec fAm € N : {0} # E,(f) C Ho(f) = Kern((f — zidy)™)
I. Zundchst studieren wir die engeschrankte Abbildung
g = (f - xidV)’Hx(f) : Hx(f) - Hx(f)
(wohldefiniert gemal Bemerkung (ii) aus Kapitel 8.5 auf Seite 19). Aus der Bemerkung in
Kapitel 8.4 auf Seite 18 wissen wir, dal’ g nilpotent ist. Der Darstellungssatz fiir nilpotente
Endomorphismen liefert eine Basis von H,(f), bzgl. der g die Darstellungsmatrix
My 0

0 M,

2Camille JORDAN, 1838-1922
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8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

mit Blocken
0 0
1 0
M, = .
0 1 0
hat.

. Betrachte die eingeschrénkte Abbildung

(wohldefiniert gema Bemerkung (iii) aus Kapitel 8.5 auf Seite 19). Offenbar f|, s =
g + xidy,r). Somit die Darstellungsmatrix

Ji 0
Jo
M (flm,p) =
0 Jp
mit Blocken
ZT; 0
1 ZT;
Ji:Mi"i‘wEni: K
. xi
0 1 xX;

Nach Satz von Fitting gilt V' = H,(f) ® U mut U := Bild((f — zidy)™). Wegen
H,(f) # {0} ist dimU < n. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Basis von U,
bzgl. der f|y : U — U eine Darstellungsmatrix der Form

Ji1 0
Jig2
M (flo) = .
0 Y/

mit Jordan-Blocken J; hat.

Zusammen ergibt sich nach der Bemekung (iii) in Kapitel 8.2 auf Seite 10 die Darstellungs-
matrix

M (fln.p) 0
M) =
0 M (flv)

mit Jordan-Gestalt. O

22



8.7 Darstellungssatz fiir beliebige Endomorphismen (Jordan-Normalform)

Bemerkung.

(i) Die Reihenfolge der Jordan-Blocke ist nicht eindeutig, sondern andert sich mit Umordnung
der Basis.
(if) Sofortige Auswirkung auf das charakteristische Polynom von f:
det(f — zidy) = det (M (f) — zEy) - (k1 —x)™ o (zp—x)" =0

@xe{.fl,...,l't}

In Worten: Auf der Hauptdiagonalen der Jordan-Darstellung stehen nur Eigenwerte von f.

Warnung. Es muf nicht gelten, dal8 1, ..., x; paarweise verschieden sind. Gegenbeispiel:
1 0
E, = :
0 1

(iii) Da K als algebraisch abgeschlossen angenommen wird, hat jeder Endomorphismus f eine
Jordan-Darstellung. Wenn dagegen nur ein (spezieller) Endomorphismus interessiert, dann
reicht es, daR nur sein charakteristisches Polynom zerféllt geméR det(f — zidy) = (z1 —
)M (xp — x)™.

Beispiel. Sei f € Endg(R?) gegeben durch f(v) = Av mit

2 -1 0
A=(1 1 -1
1 -1 1

I. Das charakteristische Polynom ist

2—z2 -1 0
det(A — zFE3) = det 1 1-z -1 |=---=(1-2)?%2-2)
1 -1 1-2

und Spec A = {1, 2}.

Il. Zum Eigenwert 1:

1 -1 0 n 1
Kern(A—FE3)=Kern |1 0 -—-1] = Yo | |y1 =y2 =y3 p = span 1
1 -1 0 ys 1
0 -1 1 Y1
Kern((A — E3)2) =Ken |0 0 0= yo | lyr € R, y2 = y3
0 -1 1 Y3
1 0
= span 01,11
0 1
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8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

(A—E3)3:(A—E3)2:>m:2
Schlaue Basis von H,(f) = Kern((A — E3)?) also

1 2 1
by = (0) by = (f—id)(b1) = (A— E3)(b1) = (1) - (0) =
0 1 0
Y3 —Z/Q
U:Bild((A—E3)2) = { ( ) yl,yg,ygeR} span{ (
Y3 — Y2
2 1
flu(bs) = Abg = (0) (0) = 2b3.
1

Zusammen hat f bzgl. der Basis {b1, b2, b3} die Darstellungsmatrix

1 0/0
M(f)(l 1 0).
0 0]2

Mit

gilt

[\)

Probe:

2

f(bl) =Aby= 1| =b1+bV
1
1

Flbo) = Abs = [1] =ty v
1
2

Fbg) = Abs = | 0| = 2b3 v
2

6.5.2004 Bessere Formulierung (fur Anwendungen einschlieflich K = R):

Satz. Sei K ein beliebiger Kérper und f € End (V). Dann gilt:
Das charakteristische Polynom von f zerfallt in Linearfaktoren, d. h.
det(f —zidy) = (1 — )™ -+ (zs — )™

< Es gibt eien Basis, bzgl. der die Darstellungsmatrix in Jordan-Darstellung ist.
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8.8 Eindeutigkeit der Jordan-Darstellung

Zusatz.

K algebraisch abgeschlossen = Vf € Endg (V)3 Basis : M (f) Jordan-Darstellung

8.8 Eindeutigkeit der Jordan-Darstellung
Definition (,,Defekt“3).
Vf € End(V) : def f := dim(Kern f) = dim V — Rang f
VA € K™ : def A := dim(Kern A) = n — Rang A

Bemerkung. (i) Hat A Zeilen-Stufen-Form, dann ist def A die Anzahl der Nullzeilen.

(ii) Beispiel.
0 0
1 0
N =
kxkp . .,
0 1 0

sind die Blocke aus Kapitel 8.4. Offenbar:

0 0
0 0 .
0 0
0 1 0 0
0 1 0 0 0

N} = 0. Daher ist Ny, nilpotent von Index & und

defN,g: j furj <k
k furj > k.

Damit kompakte Notation in Kapitel 8.4:
M (f) = Blockdiag(Ny, , ..., Np,);
und in Kapitel 8.7:

M(f) = Blockdiag(Jy,...,Jy) mit J; = N, + x, Ep,

3engl. nullity
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8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

(iii) Hat A Blockdiagonalform:

dann ist der Defekt ,,additiv*:
def A =def By + --- + def By.

Satz (Eindeutigkeit). Sei K ein beliebiger Korper und f € End (V). Sei auBerdem M (f) =
Blockdiag(Jy, ..., J;) eine Jordan-Darstellung mit J; = N,,, + z;E,,. Dann sind fur j € N
und x € K die Anzahlen

mj(z) == t{ie{1,...,t} ! n; =jundz; =z}
bestimmt durch die Defekte von (f — xidy )7 gemaR

mi(z) = 2def(f — zidy) — def ((f — xidv)Q)
und fiir j > 2: m;(z) = 2def ((f — zidy)?) — def ((f — zidy )1 — def ((f — zidy)’ ™).

Inshesondere sind die Jordan-Blocke Jq, . .., J; bis auf die Reihenfolge eindeutig.
Bemerkung. Bisher: eine Jordan-Darstellung. Nunmehr: die Jordan-Darstellung.

Beweis. I. Firj € Nund z € K gilt
def ((f — widy)’) = def((M(f) - :pEn)j).
Da M (f)blockdiagonal ist, ist M (f) — xE,, blockdiagonal. Daftr gilt

B o\’ (B 0

0 By 0 B!
Somit:

def((f — zid)?) = def((J1 — En,)?) + -+ + def ((J; — 2E,,)”)

. Fir¢ = 1,....tist J; — xE,i = Np, + (z; — x)E,, eine Dreiecksmatrix mit Defekt
def(J; — zEy;) = (z; —x)™. ImFall z ¢ {x1,..., 2} istalso det # 0 und die Matrix
invertierber und def = 0.

M. ImFallx = z;, i =1,...,tist J; —x; E,, = Ny, (siehe Beispiel auf der vorherigen Seite)
und es gilt

def((JZ- — xiEm.)j) = {j

M fur] > ny.
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8.9 Matrizenformulierung

IV. Zusammen ergibt sich

def(f — zid
def( —zidy)

v)

) +2mg(z) + ...
def ((f — zidy 3) =my(z +2m2(m

) f

+ 3ms(x) + 3my(z) + ...

und daraus mq(x) und m;(x

8.9 Matrizenformulierung

Satz. Sei K ein beliebiger Kérper und A € K™*™. Dann zerféllt das charakteristische Po-
lynom det(A — xE,) genau dann in Linearfaktoren, wenn 35 € GL(n) : S™'AS =
Blockdiag(Jy, ..., Jy) mit Jordan-Gestalt fur J; Vi = 1,...,¢

Beweis. Sei
1 0
0 :
Ul - . ) . 7UTZ - )
: 0
0 1

die Standardbasis des K ™. Betrachte den Endomorphismus f(v) = Av. Sei by, ..., b, die Basis
gemdR Kapitel 8.7. Sei S bestimmt durch b; > | s;;v;. Dann liefert das Basiskonvertierungs-
lemma die neue Darstellungsmatrix S—'AS = M(f) = Jordan-Darstellung. O

In Worten: A ist ahnlich zu einer Jordan-Darstellung.

8.10 Satz Uber Ahnlichkeitstransformationen

Satz. Seien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und A, B € K™*™, Dann sind folgende
Aussagen aquivalent:

(i) 35S € GL(n) : S7'AS = B;
(i) Vj € NVz € K : def ((A — zE,)7) = def ((B — 2E,)’);

(iii) Vj = 1,...,nVx € SpecA : def((A - xEn)j) = def((B — CL‘En)]) und Spec A =
Spec B.

durch RingschluB3.

()=(ii):
Bzgl. der Standardbasis v, ... v, im K™ hat der durch f(v) = Awv definierte Endomorphismus
die Darstellungsmatrix A. Bzgl. der durch S induzierten neuen Basis ©; = ) s;;v; hat f die
Darstellungsmatrix S—1AS = B. Somit def ((A — zE,)7) = def (f — zidy)?) = def ((B —

zE,)7).
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8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

(it)=(iii):
Aus (i) folgt fur alle x € K:
x € Spec A gt def(A —zE,) #0
=
< def(B —xzE,) #0
&z € Spec B

(ii)=-(i)
Bzgl. der Standardbasis vy, . . ., v, des K™ definieren wir die Endomorphismen f(v) := Av und
g(v) := Bu. Diese erben aus (iii)
Spec f = Spec A = Spec B = Specg

und _ _
def ((f — zid,)’) = -+ = def ((g — zidv)?).

Nach den Kapiteln 8.7 und 8.8 gibt es Basen B := {by,...,b,} und B := {by,...,b,} s0,
daB f bzgl. B Jordan-Gestalt-Darstellungsmatrix besitzt und ¢ bzgl. B Jordan-Gestalt-Darstellungsmatrix]j
besitzt und die beiden Jordan-Darstellungen gleich sind. Seien S und S die Ba3|stransformat|—
onsmatrizen in B und B. Somit S~1AS = M(f) = M(g) = S~'BS. Mit T := SS~! gilt
T~1AT = B. O

12.5.2004 Beispiel. K algebraisch abgeschlossen, A € K™ = A, AT ahnlich.
Beweis. Mit (ii):
VieNVz e K

def((A" — 2E,)’) =n — Rang((A" — 2E,)7)

N ——

~((A—aBn))"

=n — Rang((A — CL‘En)J) = def ((A — xEn)]))
O

8.11 Satz uber diagonale Darstellungen
(Diagonalisierbarkeit)

Satz. Sei f € Endg (V). Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) f diagonalisierbar (d.h. es existiert eine Basis von V, bzgl. der die Darstellungsmatrix
von f diagonal ist);

(i) v= @D E(f);

x€Spec f

(i) V.= > E.(f)

xE€Spec f
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8.11 Satz (iber diagonale Darstellungen (Diagonalisierbarkeit)

Beweis.
(i)=(iii)

Wegen (i) existiert eine Basis B = {by,...,b,} mit

I 0
M(f) = Diag(xl, s 71/111) =

0 Tn,

Es folgt

Vo € K : det(f — zidy) = det(M(f) — zE,) = 1_[(acZ — )
=1
und

x € Spec f & det(f —zid) =0z € {z1,...,2,}.
Also Spec f = {z1,...,x,}. Wegen f(b;) = x;b; ist

bi€En(f)C Y. Euf)CV.

z€Spec f
Somit
V = span{by,...,b,} C ZEw(f) cV.
(i) —(ii)
Seixz € Spec fundv e E,(f)N >, Ey(f). Zuzeigen v = 0.
yesiecf
Y+

Jeder Untervektorraum E,( f) besitzt eine Basis aus Eigenvektoren zum Eigenwert y. Sei also

{y1,-- -y} = Spec(f) \ {z} und {by,...,b;} eine Basisvon > . Ey(f) = Zle Ey.(f).
Also existieren z1,...,2; € K mitv = 2101 + -+ + z;b;. Dann x2z1b1 + -+ + 221b; = 2v =
f)=z21f(b1) + -+ 2f(b) = z1y5,b1 + - - - + 21y, b;. Koeffizientenvergleich liefert:

z1(x—yi,)=0,....,z0(x—y;) =0
——— ———

£0 #0
= 21=0,....,20=0 = v=0.
(it)=(i)
Ist V.= @ E.(f), dann lassen sich Basen (aus Eigenvektoren) fir E,.(f) finden und zusam-
menfiigen zu einer Basis {v1,...,v,} von V. Wegen f(v;) = x;v; hat f die Darstellungsmatrix

M(f) = Diag(z1,...,2zy).
O

Bemerkung. Erinnerungswurdig:

Va,y € Specf: x#y= E.(f)NE,(f)={0}

Mit anderen Worten: Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenvektoren sind linear unabhéngig.
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8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

8.12 Vorsatz zu Kap. 8.13

Satz. Sei f € Endg(V), f diagonalisierbar, U C V Untervektorraum, U f-invariant. Dann
ist g := f|u € Endg (U) diagonalisierbar.

Beweis. Zu zeigen: U C g 7 Ex(g)- Indirekt:

I Sei M == U\ 3 cqpec f Pulg) # 0. Fir jedes u € M gilt a # 0. Wegen V' = @ E.(f)
existiert eine eindeutige ,,Zerlegung in Eigenvektoren“ gemaR @ = Zgﬁespecf ux Mit u, €
E.(f), ux # 0. Sei m(a) die Anzahl der Summanden. Wahle v € M mit m(u) =
mingeps m(a) =: m. Das heilt, u hat eine kiirzestmdgliche Zerlegung in Eigenvektoren
U=uy+ -+ uy Mitu; € By, (f).

Il. Damit betrachte den Konkurrenten

vi=(x1 —x)ur + (T2 + x1)ug + -+ + (T — 1)U,
= f(u) —xju € U (daU f-invariant).

Wegen m(v) < mdgiltv ¢ Mundv € U\M C > cqec p Eu(g)- AlsSOv =3 g 00 p 0T
mit vx € E.(g9) = E.(f) N U. Damit notwendigerweise v,, = (z; — x1)u; flr ein
i=2,...,mund v, = 0sonst. Folglichmitu; € £, (g) furi =2,... ,mu; =u—us —
= Uy € UNEy, (f) = By, (g) unduw € 377, By, (9) € erspecfEm(g) CU\M g.

O

8.13 Satz uber simultane Diagonalisierbarkeit

Satz. Sei H C Endg(V)undVf,g € H: fog = go f.InWorten: H sei eine Menge
kommutierender Endomorphismen. Dann gilt:

Wenn jeder Endomorphismus in H diagonalisierbar ist, dann existiert eine Basis von V, bzgl.
der fiir jeden Endomorphismus f € H die Darstellungsmatrix diagonal ist.

Beweis. Induktion nach n := dim V.
Induktionsanfang. n =1
Induktionsschritt von n — 1 auf n.

Fall §Spec f = 1flralle f € H:
Dann f = zyidy und M (f) = xE, beziiglich beliebiger Basen. Alles kommutiert. v/

Fall 3f € H : Spec f = {aq,...,an} mitm > 2.
Dann V = @, E,, (f) mit dim E,,(f) < n. Dabei Vv € E,,(f) Vg € H : g(v) €
Eq,(f),denn f(g(v)) = g(f(v)) = glaiv) = a;g(v). Also E,, (f) invariant unter g € H

und auf H; := {g|p, (r) | g € H} laBt sich die Induktionsvoraussetzung anwenden.

Sei also B; Basis von E,, (f) so, daf alle Endomorphismen in H; diagonale Darstellungsma-
trizen haben. Dann tut es die BAsis B; U --- U B,, von V flir die Behauptung. O
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8.13 Satz liber simultane Diagonalisierbarkeit

13.5.2004 Beispiel. Seien f,g € Endg(R*) wie immer durch ihre Darstellungsmatrizen bzgl. der Stan-
dardbasis gegeben gemaR

1 -1 0 1 0O -1 0 2
0 1 00 0 1 0 0
A= -1 -1 2 1}’ B = -1 -1 1 2
0O -1 0 2 0O -1 0 2
l.
0O -3 0 4
0 1 0 0
AB = 9 _3 9 4|7 BA
0 -3 0 4
II. Firz € Ristdet(A—xE,) =--- = (1—2)%(2 —z)?% Also Spec f = {1, 2}. Man findet
1 0 1 0
0 1 0 0
El(A) = span 1 ) 0 ) EQ(A) = span 0 ) 1
0 1 1 0
—— —— —— ——
b1 b ) bs by )

Bzgl. B = {b1,...,bs} hat f die Darstellungsmatrix

1 0 00
01 00 .
00 0 2
[1l. Betrachte g|g, (4):
g(bl):Bblzo
1
1
g(bg):BbQZ 1 :b1+b2
1

01
M(glg, (a)) = (O 1) =C

Fir z € Rist det(C,E2) = z(x — 1). Also Spec C' = {0, 1}. Man findet:

Eo(glE,(r)) = span{ b1 }, E1(glg, () = span{by + ba}.
=iy =:cg
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8 Normaldarstellungen fiir Matrizen von Vektorraum-Endomorphismen

IV. Betrachte g| g, (a):

2
0
glbs) = [V | =25+
2
0
0
g(bs) = 1 =by
0

det(D —zFs) = (1 —x)(2 — z)
SpecD = {1,2}
Er(9lpy(a)) = Span{\bﬁ,}

=:c3

Es(9lg,(p)) = span{bs + by}

=:icq

V. Zusammenfassung:

Beziiglich der Basis {c1,...,c4} hat sowohl f als auch g diagonale Darstellungsmatrix:
1 0 0 0
~ 1 ~ 1
0 2 0 2
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9 Transformationsgruppen als
elementarste Bausteine der Mathematik

9.1 Gruppen

Definition. (G, o) heift ,,Gruppe*, falls G Menge und o : G x G — G erfullt:
(Gl) Assoziativitat: Vg, h,k € G: (goh)ok =go (hok).
(G2) Existenz eines neutralen Elements (Identitdt): de € GVg € G : eo g = g.
(G3) Existenz inverset Elemente: Vg € GIg~ ' € G:glog=e.
Bemerkung.
(i) (G2) ohne Eindeutigkeit und auBerdem genauer ,,linksneutral; (G3) genauer ,,linksinvers*.
(if) Zugabe:
(G4) YVg,he G:goh=hog
~ Gruppe heift ,,abelsch*!.
Satz (Langst tberfalliges Eindeutigkeitslemma).
(i) linksinvers = rechtsinvers

Beweis. Sei h := g~ ! linksinvers zu g. Dann:

gog_l:eogog_lzh_lohogog_l:h_loeog_lzh_log_lze

(i) linksneutral = rechtsneutral

Beweis.
goe:gog_logﬁeogzg

(iii) Das neutrale Element ist eindeutig.

INiels Henrick ABEL, 1802-1829
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9 Transformationsgruppen als elementarste Bausteine der Mathematik

Beweis. Seieog =g = éogfiralle g € G. Dann folgt (mit g = €¢) € o e = e und (mit
g = e und (ii)) € o e = é. Zusammen folgt e = €. O

(iv) Inverse sind eindeutig.

Beweis.

glog=e=hog :h()hoe—hogog l=ecogl=g"

Beispiel.
I. Zahlen und Vektoren

(i) e (Z,+) abelsche Gruppe
e (27Z,+) abelsche Gruppe
e (3Z,+) abelsche Gruppe

(i) (K,+,-) Korper = (K, +) abelsche Gruppe (,,additive Gruppe von K*“) und (K \
{0}, -) abelsche Gruppe (,,multiplikative Gruppe von K*).
I1. Matrizen-Gruppen

(i) GLg(n) ={A € K™ "|det A # 0} generelle lineare Gruppe (o = Hintereinander-
ausfihrung, nichtabelsch).

(i) allgemeiner:
Sei X Menge und G = {f : X — X|f bijektiv}. Dann ist (G, o) Gruppe.

19.5. 2004 (iii) SLg(n) :={A € K™*"|det A = 1} heift ,,spezielle lineare Gruppe*. Tatsachlich
VA,B € SLg(n) : det(AB) = det A - det B = 1, also ist Matrizenmultiplikation
auf SL i (n) wohldefiniert.

Bemerkung. Manchmal ,,koordinatenfreie* Notation:

GLg (V) ={f:V — V|f linear und f bijektiv}
SLi(V) =

I1l. Permutationsgruppen

(i) Sp:={f:{1,....,n} = {1,...,n} | f bijektiv} heiBt , Permutationsgruppe auf
n Elementen* (mit o als Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen).
Bemerkung.
a) Permutation = Bijektion einer endlichen Menge auf sich.
b) Auch genannt ,,symmetrische Gruppe von n Elementen®.

(i) An := {f € Su|sig f = 1} heiBt ,alternierende Permutationsgruppe*. Tatsach-
lich Vf feA,:sig(fof)=sigf sigf=1.
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9.2 Untergruppen, Kern, Bild
Definition. Seien (G, o), (H,©) Gruppen. Eine Abbildung f : G — H heifit ,,(Gruppen-)Ho-
momorphismus*, falls gilt Vg, g € G : f(gog) = f(g) ¢ f(9).
Beispiel.

(i) Die Determinante
det : GLg(n) — (K \ {0},-)

ist Gruppenhomomorphismus, denn det(AB) = det A det B. Speziell:

det B, = 1;
1

-1y
det(A™") = Tt A
Zudem: SLg (n) = det™1({1}) ist das Urbild unter det von 1.

(if) Ebenso fur Permutationen:
sig : S, — ({—1,+1}, )
ist Gruppenhomomorphismus, denn Vf, f € S, : sig(f o f) — sig f - sig f. Zudem:
A, =sig 1 ({1}).

9.2 Untergruppen, Kern, Bild

Definition. Ist (G,o) und U C G Teilmenge, fir die die Einschrankung ol : U x U — U
erflllt und die Gruppeneigenschaften (G1), (G2), (G3) hat, dann heif3t (U, o) ,,Untergruppe von
G*.

Bemerkung.
(i) Immer gilt: U Untergruppe = e € U = U # 0.
(if) Untergruppenkriterium:

U Untergruppe < ec UundVg,heU:goh telU

Satz. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

() flec) =en

(i) VgeG: flg™") = (f9) "
Beweis.

(i)

fleq) =eno fleq) = (fleq)) ' o flea) o flea) = en
—_—

=f(egoeq)
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9 Transformationsgruppen als elementarste Bausteine der Mathematik

i
" f@)oflg)=flgeg™) =flec)=en = flg™)=(f(9)"
U
Satz. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
() Bild f :={f(g)|g € G} ist Untergruppe von H.
(i) Kern f := {g € G|f(g) = e} ist Untergruppe von G.
Beweis. Mit Untergruppenkriterium Klar. O

9.3 Normalteiler

Definition. Eine Untergruppe N von G heiflt ,,Normalteiler* oder ,,normale Untergruppe®,
falls gilt:
VgeG: g 'Ng:={glonoglnec N}=N

Beispiel. Fir alle Homomorphismen f : G — H ist Kern f =: N Normalteiler, dennseig € G
und n € G so, daB f(n) = eq.

.C“
flg~tng) = flg™") f(n) flg) =ew = g 'ng € N.
et
e

Setze h := gng~'.Dann f(h) = ey und h € N. AuBerdem n = g~ 'hg € g~ ' Ng.
Satz (Motivationslemma). Sei N C G Untergruppe. Dann gilt:
N Normalteiler < Vge G: Ng:={ngln € N} = {gn|n € N} =: gN
In Worten: Rechtsnebenklassen = Linksnebenklassen.
Beweis. Siehe Beutelspacher. O
Satz (Uber Faktorgruppen). Sei G Gruppe, N C G Normalteiler. Dann ist G/N := {gN|g €
G} mit der Verkniipfung (gN) o (hN) := (g o h)N eine Gruppe.
Bemerkung. G/N heift ,,Faktorgruppe®.

Beweis.

I. Wohldefiniertheit:
Fiir gN' = gN und hN = hN ist zu zeigen: (gh)N = (§h)N. Dazu: wegen ge € gN
existiert ny € N mit § = gnq. Also gilt g7'§ = n; € N. Analog ny := h='h € N.
Damit:
(gh) ™Y (gh) =h~Yg7'gh=h"' nih =h"'hns fiir passendes nz € N
€Nh=N
= nans
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9.4 Homomorphiesatz fiir Gruppen

Daraus folgt (gh)N = (gh)N.

“' 11g“
Sei ghn € (gh)N. Dann mit ng := nglngln gilt:

(Gh) (nans)~'n = gh((gh) " (gh)) "
——

EN

n = (§h)(gh) " ghn = ghn.

Also ghn € (§h)N.

"n. ,>“
Analog. Gruppeneigenschaften sind dann Klar.

9.4 Homomorphiesatz fur Gruppen

Satz. Sei f : F — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es einen Gruppenisomorphis-
mus ¢ von G/ Kern f auf Bild f.

Beweis.

I. o(gN) := f(g) : G/Kern f — Bild f ist wohldefiniert, denn aus gN = gN folgt

n =g 'ogeN:=Kemfundey = f(n1) = f(g~") o f(g), woraus f(g) = f(9)
folgt.

Il. ¢ ist Gruppenhomomorphismus, denn (g N ohN) = ¢ ((gh)N) = f(gh) = f(g)f(h) =
@(gN)p(hN).

1. ¢ surjektiv v/

IV. ¢ injektiv, denn o(gN) = o(hN) = f(g9) = f(h) = g 'h € N = gN = hN
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2652004 10 Euklidische Vektorraume

Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit einem ,,Skalarpro-
dukt” (= ,,inneres Produkt“ = positiv definite, symmetrische Bilinearform).
10.1 Bilinearformen
Definition.
(i) Eine Abbildung B : V x V — K heif’t ,,Bilinearform (auf V), falls gilt
YvoeV:B(v,.): V — K linear und
Yw eV :B(,w):V — K linear.
(ii) Eine Bilinearform B auf V' heif3t ,,symmetrisch®, falls gilt

Vo,w eV : B(v,w) = B(w,v).

(iii) Eine Bilinearform B auf V' heil}t ,,nichtentartet”, ,,nicht degeneriert®, falls gilt

VoeV: (YweV:B,w) =0)=v=0.

(iv) Speziell fur K = R:
Eine Bilinearform auf einem R-Vektorraum V" heif3t ,,positiv definit*, falls gilt:

Yo e V\ {0} : B(v,v) > 0.

(v) Eine Bilinearform B auf einem R-Vektorraum V' heif3t ein ,,Skalarprodukt®, falls B po-
sitiv definit und symmetrisch ist.
Oft geschrieben als B(v, w) =: (v, w)

Bemerkung.
(i) Yo,w €V : B(v,0) =0 = B(0,w)
(ii) B ist nicht entartet < (N, oy, Kern(B(.,w)) = {0}.

(iif) B positiv definit = B nicht entartet
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10.2 Gram-Matrizen
(iv) Hauptbeispiel:

Beziiglich der Standardbasis im K™ seifirv = | @ |undw = | : | definiert:

T Yn

n
= E LilYi-
i=1

Es gilt:

e B ist Bilinearform. v/
e B ist symmetrisch. v/
e B ist nichtentartet. v/

K =R = B positiv definit und B ist Skalarprodukt. B heif’t ,,Standardskalarprodukt*.

(v) ,Partielle Abbildungen sind auch sonst eine wirksame Idee der Mathematik.

10.2 Gram?!-Matrizen
Sei {v1,...,v,} eine Basisvon V und A € K™ Firv,w € V mitv = > z;v; und w =
> y;v; wird durch

= Z Zwiaz‘jyj

i=1 j=1

eine Bilinearform auf V' definiert, denn

B(kv,w) = Zkala”y] = kZlea”yj = kB(v,w)

und
B(v+v,w) ZZ T + Zi)aijy; = - - = B(v,w) + B(0,w).
Analog fur B(v, kw) = kB(v,w) und B(v,w + w) = B(v,w) + B(v,w).
I n
Mit Spaltenvektoren x = : | undy = | @ | 18Rt sich summenformelfrei schreiben
In Un

B(v,w) = 2T Ay. Man nennt B die von der Matrix A (bzgl. der Basis {v1,...,v,}) ,,induzier-
te* Bilinearform. Hauptbeispiel hat A = E,,. Weitere Beispiele:

dy 0
D= .
0 dy,

13.P. GRAM, 1850-1916
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10 Euklidische Vektorrdume

induziert die Bilinearform 7 Dy = 3" z;d;y; (Summe Uber die gewichteten gemischten Pro-
dukte).

Umgekehrt kann aus B die Koeffizientenmatriy A gewonnen werden mittels B(v;,v;) =
el Ae; = a;j. Mit anderen Worten: Bei fester Basis wird fir eine gegebene Bilinearform B
deren Koeffizientenmatrix gegeben durch

B(vi,v1) B(vi,ve) ... B(vi,vp)

A heilt ,,Gram-Matrix von B*.
Saloppes Reslimee: Es gibt so viele Bilinearformen wie quadratische Matrizen.

Satz. Die Gram-Matrix ist symmetrisch genau dann, wenn B symmetrisch ist.

Satz. Sei {v1,...,v,} Basisvon V, B Bilinearform auf V' mit Gram-Matrix A. Dann gilt:
Rang A = n < B nichtentartet.

Beweis. Behauptung ist dasselbe wie

Rang A < n < B entartet
S IeVVweV:B(v,w)=0undv #0

>
Sei Rang A < n. Also Zeilen von A linear abhdngig, d. h.

Jx1,...,x, € K, nichtalle z; =0

n n
inB(vi,vj) =0 firallej=1,...,n und wv:= invi # 0.
i=1 i=1
Offenbar folgt wegen der Linearitat im ersten Argument daraus B(v,v;) = 0 fiir alle 5. Mit
der Linearitdt im zweiten Argument dann Vw € V' : B(v,w) = 0.
e
Sei v gegeben mit den angegebenen Eigenschaften. Entwickle v nach der gegebenen Basis zu
v =Y x;v;. Dann 0 = B(v,v;) = > x;B(v;,v;) fr alle j. Daher hat A linear abhéngige
Zeilen und Rang A < n. O

Satz (Bilinearformen, Endomorphismen und quadratische Matrizen). Sei B nichtentartete
Bilinearform auf V. Dann gilt fir alle Abbildungen B : V x V — K:

B hilinear < 3f € End(V) Yo, w € V : B(v,w) = B(v, f(w)).

Beweis. Matrizenfrei siehe Beutelspacher. Hier mit Matrizen:

w=
Sei {v1,...,v,} Basisvon V und A = Gram B. Also, da B nichtentartet, A € GL(n). Sei
A = Gram B € K"*". Seien v,w € V' mit Koordinatendarstellung v = > z;v;, w = 3 y;v;.
Dann: B(v,w) = 2T Ay = 2T AA™ Ay = B(v, f(w)) mit f(w) := A'Ay € End(V).

eKan
113

H<:
Klar. O
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10.3 Orthogonalitat

10.3 Orthogonalitat

Definition. Sei B Bilinearform auf V.
(i) Zwei Vektoren v, w € V heilRen ,,orthogonal®, falls B(v,w) = 0.
(i) Vo € Vi {v}t := {w € V|B(v,w) = 0} heiRt ,,Orthogonalraum zu v*.
(iiiy VM CV : M+ :={w € V|Vv € M : B(v,w) = 0} heift Orthogonalraum zu M*.
Bemerkung. M= ist ein Untervektorraum.
Satz. Sei B eine Bilinearform auf V. Dann gilt:
() VM,NCV:MCN=M-DN+
(i) VM CV : M+ = (span M)+
(iii) B symmetrisch = VM CV : M C M+ und M+ = M+++-
Beweis.
@i v
(i) Setze N := span M. Aus (i) folgt O. Umgekehrt v € M+ = VYw € M : B(v,w) = 0 =
Yw e N : B(v,w) =0=ve€ Nt
(iii) Seiv € M. Zuzeigenv € (M*)+, d.h.Vw € M+ : 0 = B(w,v) = B(v,w) v. Und
mit (i) M+ D M+ wie auch fur N := M=+ folgt N € N1+,
U

Satz (Dimensionsformel). Sei B eine nichtentartete Bilinearform auf V und U C V ein Un-
tervektorraum. Dann gilt:

(i) dimU +dim U+ = dimV
(i) B symmetrisch = U = UL+
Beweis.
(i) Sei{v1,...,v,} Basisvon V so, daB {v1,..., v} Basis des Untervektorraums U ist. Fur
w=>" v € ULgilt:
Vi<m: 0= B(w,v;) = inB(vi,vj) =27 Ae; mit A := Gram B
Transposition flhrt zur Matrix
(Ael)T
C:= :
(Ae,)T

mit Cx = 0 und RangC = m. Also z € KernC und dimKernC' = n — m und
dim U+ =n —m.
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10 Euklidische Vektorrdume

(i) dimU = n —dimU L=n — (n — dimU) = dim U. Nun folgt aus U C UL+ die

Gleichheit.

Definition.

(i) Kgn':={Ae K™"A=AT}

(i) R == {A € Ry | Vo € R\ {0} : 2T Az > 0}
Bemerkung.

(i) Fur alle Bilinearformen B gilt:

B symmetrisch < Gram B € K"

(ii) Fur alle Bilinearformen auf R-Vektorrdumen gilt:

B Skalarprodukt < Gram B € R""

pos.def.*

Definition.

O

() (V,(.,.)) heift ,,euklidischer Vektorraum*, falls V endlichdimensionaler R-Vektorraum

und (.,.) Skalarprodukt auf V" ist.

(ii) Sei (V; (.,.)) euklidischer Vektorraum und U C V' Untervejtorraum. Dann heift U+ ,,das

orthogonale Komplement von U*.

(iii) Sei (V,(.,.)) euklidischer Vektorraum. Dann heifit ||.|| : v — R, v — |jv|| := +/(v,v) die

(von (.,.) induzierte) ,,Norm“ auf V.

Bemerkung. Die Norm eines Vektors v heifdt auch ,,Lange von v*.

Satz (Ungleichung von CAUCHY?2-BUNYAKOWSKI3-SCHWARZ4). Sei (V, (., .)) ein euklidi-

scher Vektorraum. Dann gilt fur alle v, w € V:
(v, w)| < | - [Jwl],

d.h.
<v,w>2 < (v, v)(w, w).

Beweis.

I. Fallsv =0 oderw =0 .

21789-1875
$1804-1889
41843-1921
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10.3 Orthogonalitat

Il. Falls v # 0 und w # 0:
Studiere f : R — R,z — f(z) := (zv — w,zv — w). Offenbar f(z) = 2%(v,v) —
2x(v,w) + (w,w). Minimum suchen durch Differenzieren:

0 = f'(z0) = 220 (v,v) — 2(v,w) = 9= <<

Alsor (v, w) (v, w)? (v, w)?
o= stan =1 (57) = iy 2y + o
Daraus: (v, w)? < (v, v){w,w).
U
Zugabe. Gleichheit < zgv = w < v, w linear abhéngig
Satz.
(i) Yk € RYv € V : ||kv|| = |k|||v||  (,,positive Homogenit&t*)
(i) Yo,w e V : |lv+w| < |lv|| + |lw||  (;,Dreiecksungleichung*)
(iii)y Vo e Vv =0 v=0
Beweis.
(i) aus Definition
(i)
v+ w|? = (v +w,v+w)
= (v,v) 4+ 2(v,w) + (w, w)
< [oll” + 2fjllffw] + lwl®
= (lvll + flwl)?
(iii) v
U
Alternativer Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. 2.6.2004

() (£7) - (S0) -Sxw- (o) (o)

- % (Z Z a7y + Z Z alb? — QZ Zaibjajbi)
v J ? J % j
B %ZZ@-% —a;bi)? >0
i

Gleichheit < Vi, j : a;bj = a;b;, d.h. § = Z—j =: cund a; = cb; fur alle i. O
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10 Euklidische Vektorrdume

10.3.1 Exkurs Uber Normen

Definition. Auf einem endlichdimensionalen R-Vektorraum heif3t ||.|| : V' — R eine Norm,
falls gilt:

(i) Yk e RYv € V : || kv|| = |k|||v]]
(i) Vo,w € Vi [lo+w| < o] + [lwl]
(i) Voe Vi v =0 v =0

Beispiel. Die ,,L,-Normen® auf R™:

Sei p € [1, 00) fest. Dann ist
n /p
]l = (ZI%I”)
i=1

p=2  |alla = (X a2)"” = /{x, z) ist die euklidische Norm.

eine Norm. Speziell:

p=1 llz|li = > |=;| ist die ,,Betragsnorm®.

WP = 00" ||2||0o := max]", |z;| ist die ,Maximumsnorm* und paft als letztes zur Familie der
L,-Normen wegen:

I. Vz e R"\ {0} : |z;y| := max]", |z;| > 0. Damit:

n b
. o |z |
lim |lz|, = lim E ||
p—00 p—00 = |xi0 |p

. 1 " ‘.%'Z‘p n
= lzio| lim exp Elogzg | = e led
1= I ;
€[0,1]
———
€[1,n]

Il. z =0V

Veranschaulichung der ,,Einheitskreise (siehe Abbildung 10.1 auf der néchsten Seite):
V =R? B(p) := {z € R?||z[|, < 1}
Speziell:

e B2)={xz|al+a} <1}
° B(l) = {.%' ‘ ‘.%'1’ + ’1’2‘ < 1}
o B(c0) = {z | max{|z], |22|} <1}
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10.3 Orthogonalitat

Abbildung 10.1: Einheitskreise bzgl. verschiedener L,-Normen

B(1) € B(2) C B(oo) und allgemein 1 < p < j < 00 = B(p) C B() und ], < ]l

Satz. Sei V' ein R-Vektorraum und ||.|| eine Norm auf V. Dann gibt es ein Skalarprodukt (., .),
das die vorgegebene Norm ||.|| induziert genau dann, wenn die ,,Parallelogrammgleichung* gilt:

lz + ylI* + llz = yl* = 2llz]* + 2|1y [1*.

Beweis.
11j“ \/

n<:

(@, y) == (lz+yl>—llz—yl*) v

|

Im Beispiel: |||, wird genau fiir p = 2 von einem Skalarprodukt induziert.
Fazit: Es gibt mehr Normen als Skalarprodukte.
Norm = ,,nur* Langenmessung, Skalarprodukt = ,,auch* Winkelmessung, denn:

Ve, £0: —1< A0 g
[z (l[y

Definition. Die Zahl ¢ € [0, 7) mit cos p = AzU)_ heigt  Winkel zwischen z und y*.

llzHlyll

Umgekehrt: (z,y) = [z [y cos ¢.

Snach Henri LEBESQUE (1875-1941)

45



10 Euklidische Vektorrdume

10.3.2 Orthonormalbasen in euklidischen Vektorrdumen

Sei (V, (.,.)) ein euklidischer Vektorraum.

Definition.
(i) {v1,...,v,} €V heift,,orthogonal®, falls gilt Vi # j : (v;,v;) = 0.
(ii) {v1,...,v,} CV heilt,,normiert®, falls gilt Vi : ||v;|| = 1.

@iii) {v1,...,v,} C V heiBt ,,orthonormiert®, falls {v4, ..., v,} orthogonal und normiert ist.
(iv) {v1,...,v,} €V heillt Orthonormalbasis (,ONB*), falls {v1, ..., v,} Basis und ortho-
normiert ist.
Bemerkung.
(i) InR™ist {eq,...,ey,} eine Orthonormalbasis.
(i) Ist {vq,...,v,} eine Orthonormalbasis (bezgl. des gegebenen Skalarprodukts (., .)), dann
ist die Gram-Matrix von (., .) gegeben durch
1 0
Gram((.,.)) = ((vi,v}))ij=1,.n = = En.
0 1
(iii) Ist {v1,...,v,} Basis, dann ist Vi : v; # 0 und {mvl, e m%} normierte Basis.
(iv) Ist {vq,...,v,} orthogonal und Vi : v; # 0, dann ist {v1,...,v,} linear unabhdngig,

denn:
Zn:kivi =0=Vj:0= <Z k:m,vj> = ki(vi,v;) = Kjllo | = Vj 1 k; =0
=1

3.6.2004  (v) {b1,...,by} ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn Vi, j = 1,...,n : (b;, b;) = d;;

gilt.
Satz (Orthonormalisierungsverfahren von GRAM und ScHMIDT). Sei (V,(.,.)) ein eukli-
discher Vektorraum, n := dim V und {vy, ..., v,} Basis von V. Dann gilt:

(i) Setzt man

b1 =1
i—1
(bj,vs) .
b; ::w—Z@j,bj)bj firi=2,...,n,
7=1

so ist {b1,...,b,} eine Orthogonalbasis von V" und es gilt

span{by,...,bx} = span{vy,..., v}
firallek=1,...,n.
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10.3 Orthogonalitat

(if) Setzt man

1
¢ =T
[[o]l
1 i—1
¢ = — vi — Yy (cj,v;) firi=2,...,n,
e

J=1

=:¢;
soist {c1,...,c,} eine Orthonormalbasis von V" und es gilt
span{cy,...,cp} = span{vy, ..., vg}
firallek=1,...,n

Beweis.

(i) Zeige (b;,b;) < 0firalle i,j=1,...,n,4 # j durch Induktion:
Induktionsanfang. (b1, b2) = 0, denn:

(br, by) = <?)1,1}2 _byva)y >

(b1,b1)
_ _ (v, v9)
B <Ul’02 (v, 01) >
= (v1,v2) — 2:13( L1) = 0.

Induktionsschritt. Sei k € {2,...,n — 1} und sei (b;,b;) = 0furalled,j =1,...,k mit
i # j (Ind.ann.):
Dann gilt firallei =1,... k:

k
b.
(bis bgi1) = ( iy Vg1 — Z Mb‘
J
j=1 (bj, ;)
k b v
bzavk—f—l Z NV VE+1/ k+1 bz,bj>
Jj=1 ~——
falls 1£0
(Ind.ann.)
bi; Vg1

Zeige durch Induktion:
Vk=1,...,n:span{by,...,bx} = span{vy,..., g}
Induktionsanfang. & = 1. b1 = v1. v
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10 Euklidische Vektorrdume

Induktionsschritt. Sei & > 1 und sei span{by, ..., b} = span{vy,...,v;} (Ind.ann).
Dann:

k
bi,v
b1 = Vky1 — E %bj € span{vy, ..., Vg1 }

YRR

espan{bi,....bg }
Span (vt 1ot}

j=1

(Indinn.)
Zusammen mit Induktionsannahme: span{by,...,bx+1} C span{vy,...,vg11}-

Umgekehrt:

k

bi,v

Vg1 = bpg1 + E %bj € span{by,..., b1}
35 Oj

€span{bi,...,br }

j=1

Mit der Induktionsannahme folgt span{vy,...,vx41} C {b1,...,bk+1}. Insgesamt folgt
Gleichheit. Basiseigenschaft folgt aus dem Fall & = n.

(if) Analog. Unterschied zu (i) ist, daB die Vektoren cq,...,c, gleich normiert werden (d. h.
¢; = 1/|l&|l - &); wegen (c;, ¢;) = 1 féllt in den Summanden jeweils der Nenner weg.

O

Bemerkung.

a) Im Beweiss von (i) werden nur Symmetrie und die Nichtausgeartetheit von (., .) verwendet.
Die Aussage von (i) bleibt auch wahr, wenn K ein beliebiger Korper und V' endlichdimen-
sionaler K -Vektorraum ist.

b) Geometrische Anschauung zur Konstruktion der b;:

b b
by — vy Aomav2hy o [vall (b, v2)
(b1,b1) 011 lozl[lloa |
N———
=cos ¢(b1,v2)
LAnteil VOFI"le langs b1
Allgemein: b; geht aus v; hervor, indem aus v; die Anteile langs by,...,b;_1 subtrahiert

werden.

c¢) (i) und (ii) liefern praktische Verfahren zur Konstruktion von Orthogonal-/Orthonormalbasen

von V. Das Ergebnis héngt i. a. von der Reihenfolge der v4, ..., v, ab.
d) Ist {vy,...,v,} bereits orthogonal (bzw. orthonormal), so gilt b; = v; (bzw. b; = ¢; = v;)
firallei =1,...,n.

Jeder euklidische Vektorraum besitzt folglich eine Orthonormalbasis.
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10.3 Orthogonalitat
Korollar 1. Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Vektorraum und {vy,...,vx} C V orthonormal.
Dann kann {v1, ..., vx} zu einer Orthonormalbasis erganzt werden.

Beweis. Da {vy,..., v} orthonormal ist, ist {vy, ..., v} linear unabhéngig. Mit n := dim V'
gibt es dann \Vektoren vgy1,...,v, € V so, daB {vy,...,v,} Basis von V ist. Wende dann
GRAM/SCHMIDT auf {vy,...,v,} in dieser Reihenfolge an. Dies liefert eine Orthonormalbasis
{c1,...,cn}von V. Weil {vy, ..., v} bereits orthonormal ist, gilt ¢; = v; furi =1,... k. O

10.3.3 Orthogonale Abbildungen (Isometrien)

Definition. Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Vektorraum und f € Endgr(V'). Dann heiflt f ,,or-
thogonale Abbildung“ oder auch ,,Isometrie*, falls gilt:

Vo,we Vi (f(v), f(w)) = (v, w).

In anderen Worten: (., .) bleibt invariant unter f.
Die Menge aller orthogonalen Abbildungen auf V' nennen wir O(V').

Bemerkung.

(i) Furidy € Endg(V) gilt trivialerweise (idy (v),idy (w)) = (v,w) fir alle v,w € V.
idy € O(V), also O(V) # 0.

(i) Nichttriviales Beispiel: Fir ¢ € [0, 27) definiere die Matrix

D — cosp —sing c R2%2
¥ " \sing cosgp

und den Endomorphismus f, : R?2 S5 R, v +— D,v. Dann gilt:

o) - (20

e =22 () = ()

(folei), folei) = (sinp)® + (cosp)® =1 = (e;, ;)

Dann gilt

firi=1,2und

(foler), fole2)) = (cos p)(sin(p) — (sinp)(cos ) = 0 = (e1, €2).

Wegen der Bilinearitat des Skalarprodukts folgt Vo, w € R? : (f,(v), f,(w)) = (v, w).
Also f,, € O(R?). Geometrisch: Drehung um den Ursprung mit Winkel .

Satz. Sei (V,{.,.)) ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt:

(i) O(V) ist eine Untergruppe von GLg (V).
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10 Euklidische Vektorrdume

(ii) Vf € O(V) : Spec f C {+1}.
Beweis.
(i) Zunéchst gilt O(V) € GLg(V'), denn: Sei {b1,...,b,} eine ONB von V, n := dimV
und f € O(V). Danngilt furallei,5 =1,...,n:
(f(bi), £(bj)) = (bi, bs) = bij,
d.h. {f(b1),..., f(by)} ist ebenfalls ONB von V. Inshesondere gilt Bild f = V, d.h.
f € GLr(V).

Wir wissen idy € O(V'). Seien auRerdem f, g € O(V'). Dann gilt fur alle v,w € V:
((fog)), (fog)w)) ={g(v),g(w)) = (v,w),
d.h. fog € O(V). SchlieBlich fir v,w € V und f € O(V):
() ) = (F(H ) () = (v, w),
d.h. f=te O(V).
Dies zeigt, daB (O(V'), o) eine Untergruppe von GLg (V) ist.
(i) Sei f € O(V), z € Spec fundv € E,(f) \ {0}. Dann:
(v,0) = (f(v), f(v)) = {wv,2v) = 2%(v,)
Mit (v,v) # 0 folgt 22 = 1, also x € {+1}.
U

Satz (Darstellungsmatrizen orthogonaler Abbildungen). Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Vek-
torraum, {b1,...,by} eine Orthonormalbasis von V und f € End(V) mit A := M(f). Dann
gilt:

feo(V)e At =AT o ATA=E,.
Beweis. ,,=*
f orthogonal; f(b;) = >, a;b;. Auch {f(b1),..., f(by)} ist eine Orthonormalbasis, denn:

Sij = (F(0:), F (b)) = O amibe, Y aygb) = > > aggag; (b, br) = Y agian;
K 1 kol K

N——
Ok
= (AT A)y,
d.h. ATA=E,.
11¢“
Aus ATA = E, folgt 6;; = >, agiar; = -+~ = (f(b;), f(b;)). Wegen der Bilinearitat dann
auch

Vo, w € Vi (f(0), flw)) = DD {F@ibi), f(yiby)) = D2 wiyidi
- Z inyﬂbiabﬁ = <Z mibi7zyjbj> = (v, w).
i
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10.3 Orthogonalitat

Definition. Die Menge Og(n) := {A € GLg(n)|AT A = E,,} heilt ,,orthogonale Gruppe*.
Bemerkung.

a) Ist B eine Basis von V, so ist die Abbildung M : GL(V) — GL(n), die also jedem
Vektorraum-Automorphismus die Darstellungsmatrix bzgl. der Basis B zuordnet, ein Grup-
penisomorphismus. Ist B Orthonormalbasis von V, so gilt nach obigem Satz Or(n) =
M (O(V')). Laut Ubung 19 ist also O(n) eine Untergruppe von GL(n).

b) Man kann nattirlich die Gruppenstruktur von O(n) auch direkt nachrechnen.
¢) VA€ O(n) : det A € {£1},denn (det A)? = det(AT)det A = det(ATA) = det E,, = 1.
d) Uberblick zu den vier (klassischen) Gruppen reeller Matrizen:

e GLgr(n) ={A € R™"|det A # 0} offene, unbeschrénkte Teilmenge von R™*".

e SLr(n) = {A € R™"|det A = 1} abgeschlossene, unbeschrankte Teilmenge von
R’n)(n.

e Op(n) = {A € R™"|ATA = E,} abgeschlossene, beschrankte (also kompakte)
Teilmenge von R™*",

e SOgr(n) := SLr(n) N Or(n) = {A € Or(n)|det A = 1} kompakte, zusammenhén-
gende Teilmenge von R™*™,

Satz (Existenz und Eindeutigkeit von adjungierten Endomorphismen). Sei (V,(.,.)) ein
euklidischer Vektorraum. Dann gilt:

V€ End(V)3fT € End(V) Vo,w € Vi (f(v),w) = (v, f (w)).

Beweis. Die Abbildung B(v,w) := (f(v),w) ist bilinear. Mit Satz tber Bilinearformen, Endo-
morphismen und quadratische Matrizen auf Seite 40 folgt die Existenz eines Endomorphismus
fF mit B(v,w) = (v, fT(w)). Dort vergessen, die Eindeutigkeit zu beweisen. Deshalb nachho-
len:

Fiir jeden anderen Endomorphismus g mit B(v, w) = (v, g(w)) gilt bei festem w € V:

Vo eV (v, g(w) - fT(w) = Blo,w) - B(o,w) =0 = gw) — fT(w) LV
= g(w) = f7(w).
O

Zusatz. Sei {by,...,b,} Orthonormalbasis von V. Dann gilt Gram((.,.)) = E,,. Wenn f die
Darstellungsmatrix A = M (f) hat, dann hat f7 die Darstellungsmatrix M (f7) = AT.

Beweis. Mitv = " z;b; und w = ) y;b; folgt:

(f(l)), w> = (Ax)TEny = l'TATEny = xTEnATy
= (v, f(w)) mit f definiert durch A"

Wegen Eindeutigkeit folgt f = 7 und M (f7) = AT. O
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10 Euklidische Vektorrdume

Definition. Sei f € End(V).
(i) fT aus dem Satz heiRt der ,,adjungierte Endomorphismus* von f (bzgl. {.,.)).
(i) f heiRt ,selbstadjungiert”, falls f7 = f.
Bemerkung. Beziglich einer beliebigen ONB gilt:
(i) M(fT) = (M(f))
(ii) f selbstadjungiert < M (f) symmetrisch

(iii) f orthogonal & (v,w) = (f(v), f(w)) = (v, [T (f(w))) & fo [l =idv & flof=
idy < f1=fT.

Satz (Hauptsatz tiber Normaldarstellungsmatrizen orthogonaler Abildungen).
Sei (V, (., .)) ein euklidischer Vektorraum und f € O(V"). Dann existiert eine ONB {1, ..., b,},
bzgl. der die Darstellungsmatrix von f Blockdiagonalgestalt hat:

T

M(f) = Blockdiag(Ey,,, —En,, Dy, ..., Dy,)

mit 2 x 2-Blocken D, — (;f;g - ZL“f)-

Beweis. Siehe Beutelspacher S. 268 f. O

Nachtrag. Transposition funktioniert bei allen Matrizen in K™*™. Warum hier speziell reelle
und quadratische Matrizen R™*"? Auf zutreffende Allgemeinheit verzichtet zugunsten eines
stromlinienférmigen Stoffaufbaus.

\Volle Allgemeinheit ware das folgende:

a) B:V xW — K ,bilinear* macht Sinn fur zwei K-Vektorrdume V' und . Bezlglich

zweier Basen dann Gram B = (B(v;, w;)) i € Kmxm,
J

=1,...,n
=1,....m
Es ist zu unterscheiden:

B ,nicht entartet in der ersten Variable” :< [, oy Kern B(-, w) = {0}
Analog flir zweite Variable.

Dazu ist dquivalent: Rang Gram B = n, bzw. Rang Gram B = m.

b) Bei dim V' = dim W braucht die Entartung nicht nach erster und zweiter Variable unter-
schieden werden.

c) V = W gibt Sinn fur ,,symmetrische Bilinearformen“ B(v,w) = B(w,v).
d) K = R gibt Sinn fur ,,positiv definite Bilibnearformen*.
e) Wichtig K = C: Dann (z,w) := Z?:1 zjw; fur z,w € C™ ist leider nicht bilinear, denn

Va e C: (z,aw) = a(z,w) ,sesqui-linear.
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10.3 Orthogonalitat

Satz (Darstellungssatz fur symmetrische Matrizen, Hauptachsentransformation, Spektral-
satz).
Sei (V, (., .)) euklidischer Vektorraum. Dann gilt:

Vf e End(V) : fselbstadjungiert < f diagonalisierbar (siehe Kapitel 8.11).
Konkret in Matrizensprache:
VA € RG3S € O(n) : ST AS diagonal.
Bemerkung.

a) Heuptproblem ist, Existenz von Eigenwerten und Eigenvektoren zu sichern. Wenn so etwas
existiert, dann folgt notwendig, dal} Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
sind: Sei f(v) = Avund f(w) = pw, dann 0 = (f(v),w) — (v, f(w)) = (A — p){v, w).
A # pu= (v,w) =0.

b) S othogonal = STAS = S~'AS, d.h. S ist Matrix eines Basiswechsels (siehe Kapi-
tel 8.1 auf Seite 8). Hier interessieren besonders Orthonormalbasen, daftr sind die zugehdri-
gen Konvertierungsmatrizen .S orthogonal. In diesen Féllen M (f) = STM(f)S.

c) Damit &quivalente Formulierung des Satzes:
Vf € End(V) selbstadjungiert 3{by,...,b,} ONB3I\j,..., A\, :
f(B]) = )\i)] firj=1,...,n

A1 0
mit M(f) =

Diese Basisvektoren heiRen auch Hauptachsen® von f.

d) Anschaulich: Sei f(by) = 3by, f(ba) = —2bo. Siehe Abbildungen 10.2 bis 10.3 auf Sei-
ten 53-54.

Wirkung von f unklar.

Abbildung 10.2: Hauptachsentransformation |

Sengl. principle axes oder principle components
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10 Euklidische Vektorrdume

Gemal} Satz gibt es gedrehtes Orthonormalensystem:

Abbildung 10.3: Hauptachsentransformation 1l
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Beweis.
mache weiter mit V; := {v;}+ = {b;}+.

Esgilt: dim V; = dim V —1. Vi mit (., .)|v, ist wieder eiklidischer Vektorraum. f; := f|V}
ist selbstadjungierter Endomorphismus auf ;. Und so weiter. ..

10.3 Orthogonalitat

I. Wenn f einen Eigenwert A\ mit Eigenvektor v; hat, dann setze by == mvl und

. Also Knackpunkt ist die Aussage: Jeder selbstadjungierte Endomorphismus besitzt (min-

destens) einen Eigenwert, d. h. Spec f # 0.

Wir skizzieren drei Beweise:

IMA.

11 B.

IC.

Komplexer Beweis:

Also Einbettung des R-Vektorraums V' in einen (groRReren) C-Vektorraum V *. Eben-
so Fortsetzung des (reellen) inneren Produkts (., .) zu einer HERMITE-Form auf V*.
Existenz eines komplexen Eigenwerts A* € C von f* auf V* geschenkt. Dann nach-
weisen, daR \* tatséchlich reell ist und da A = A* ein Eigenwert von f auf V ist.
Siehe Beutelspacher S. 276/8.

Analytischer Beweis:

Maximiere =7 Ax unter ||z|| = 1 fur € R".

lz|| =1 & ||z]|> = 1 & (x,2) = 1 und bedeutet, daR z auf der Einheitssphare in
R™ liegt. Existenz des Maximums folgt aus Stetigkeit und Kompaktheit der Einheits-
sphére.

Ldsung mit Lagrangeschem Multiplikator A:

grad(z? Az) = Az + ATo c AT = A=2Ax
grad(zTz) = 2z

Charaktersierung mittels Lagrange-Multiplikator:

xo (lokales) Extremum
& dhgeR: ZAIEO = )\OZmO
< Ag € SpecAund xp € EAO(A) \ {0}

Numerischer Beweis:
Siehe Ubungsblatt 9.

Satz (Tragheitssatz von Sylvester’). VA € Rgm' 3'p,qg € N3S € GL(n) :

E, 0
STAS = ~E,
0 0

71814-1897
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10 Euklidische Vektorrdume

Beweis.

l. Sei Q € O(n) so, dak QT AQ = Diag(A1,...,\n). Sei p = #{i|]\; > 0} und p :=
#{j|A; < 0}. Setze Diagonalmatrix

1 0
VAl
D = ,
0 1
V1An|

(auBer fur A; = 0: dafiir setze Diagonaleintrag auf 1).
Fir S; := QD gilt STAS = DQT AQ D =wie gewiinscht.
Il. Eindeutigkeit siehe Janich S. 239.
U

Unterscheide Ahnlichkeitstransformationen A — S—!AS, gedeutet als Basiskonvertierung
bei Endomorphismen, und Kongruenztransformationen A — ST AS, gedeutet als Basiswech-
sel bei Bilinearformen!
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11 Projektionen und verallgemeinerte 23.6.2004
Matrixinverse

Voraussetzung: V' endlichdimensionaler R-Vektorraum.

11.1 Projektionen

Sei V direkte Summe zweier Untervektorrdume U; und Up, d.h. V' = span(U; U Up) und
UiNUy = {0}

Satz. Vo € V g € Uy, up € Uy : v = uq +ug
Beweis. Existenz aus span-Bedingung und Eindeutigkeit aus N-Bedingung. O
Die Abbildung P : V' — U; mit P(v) = wy heiit ,,Projektion auf U; entlang Uy*.
Satz.
(i) P € End(V), d.h. P lineare Abbildung von V" in sich selbst
(i) Bild(P) = Uy, Kern(P) = Uy
(iii) PoP =P ,,Idempotenz*
Beweis.

(i) Skalarmultiplikation: v = uy + up = Av = Auj + Aug = P(Av) = dug = AP(v).
—~ =~
S eUy
Vektoraddition: v = u; +ug und @ = a1 + U9 = v+ 0 = (ug + 1)+ (uo + o)
—_—
el eUy
= P(v+7) = uy + @ = P(v) + P(?)
(i) Bild(P) = {P(v)lv € V} C U;. Umgekehrt Vu, € U; : u3 = P(u;) € Bild(P).
Kern(P) = {v € V|P(v) = 0} 2 Up. Umgekehrt Vv € V : P(v) = 0 = v =
ul +ug € Up.
=0

(iii) Yo € V : P(v) =u € Uy = P(P(v)) =u1 = P(v) = PoP =P.
Definition. (i) Ein Endomorphismus heif’t ,,Projektion*, falls er idempotent ist.

S7



11 Projektionen und verallgemeinerte Matrixinverse

(if) Eine quadratische Matrix heif3t ,,Projektion®, falls sie idempotent ist.
Rgrgj" = {A € R A% = A},
A ist Projektionsmatrix auf Bild A entlang ker A.

Satz (Darstellungssatz flir Projektionen). Projektionen haben nur Eigenwerte 1 und 0, sind
diagonalisierbar und erfillen Rang = Spur.

Beweis. Offenbar YA € RVx € V\{0} : Az = P(z) = P?z = P(Pz) = P(\z) = A\P(z) =
Mz =Mz =X -A=0= \=1oder A =0.

Offenbar El(P) = U; und Eo(P) =Up AusV = U, @ Uy = El(P) D EO(P) folgt
Diagonalisierbarkeit.

Spur P = Spur(Darstellungsmatrix von P) = Spur

0 0
= dim F (P) = dim U; = dim Bild(P) = Rang P.

O

11.2 Orthogonale Projektionen

Sei (V,(.,.)) euklidischer Vektorraum.
Satz. Sei A € R™ ¥ mit den Spalten A = (s1]...|sk). Dann gilt:

(i) Kern A = Kern AT A
AT A heiRt Gram-Matrix zur Matrix A und AA7 heiRt auch Gram-Matrix zur Matrix A.

(i) Kern A = (Bild A7)+
(iii) Bild A = Bild AAT
Beweis.

(i) Kern A C Kern ATA. Umgekehrt: 2 € Kern ATA = ATAz = 0= 2T AT Az = 0 =
N’

=[|Az||?
Ax =0 = x € Kern A.

(i) z€KemA e Az =0Vy cR": 0 =ylAz = (ATy)Tz & o L BildAT < 2 ¢
(Bild AT)*+

(iii) Bild A = (Kern AT)+ = (Kern AAT)L = Bild(AAT)T = Bild(AAT)
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11.2 Orthogonale Projektionen

O

Definition. P : V' — U heilit ,,orthogonale Projektion auf U*“, falls P Projektion auf U
entlang U+

Satz. P orthogonale Projektion < P = P2 und P = PT.

Beweis.
11$“
Vv, v € V:
(v, P(0)) = (u1 + uo, P(t1 + 1)) = (u1,u1) + (uo, 1)
5,_/ HG_/
Ul =
und ebenso (P(v),v) = (u1,u1) = (v, P(0)). Also P selbstadjungiert.
11¢“
P Projektion auf Bild P entlang Kern P = (Bild PT)+ = (Bild P)*. O

Satz (Satz von Pythagoras = orthogonale Projektion als Abstandsminimierung). Sei U C
V' Untervektorraum und P orthogonale Projektion auf U. Dann gilt Vo € V :

min |[v — u|| = ||jv — Po||
uelU
Beweis.

v —u|® = (v — Pv+ Pv—u,v— Pv+ Pv—u)
= (v — Pv,v — Pv) +2{(v+ Pv, Pv—u) +(Pv — u, Pv — u)
—— ——
clUp=UL evu

=0
= [lv = Po|* + | Pv — u]|* > [lv — Pol|?

und ,,=" < ||[Pv —u|| =0 < u = Pu. O

Satz (lterierte orthogonale Projektionen). Fir alle orthogonalen Projektionen A, B € R™*"™
gilt:

AB orthogonale Projektion < AB = BA
< AB orthogonale Projektion auf (Bild A) N (Bild B)

Beweis.
~=" AB orthogonale Projektion = AB symmetrisch = (AB) = (AB)T = BTAT = BA
=" AB = BA = AB symmetrisch und Bild AB = (Bild A) n (Bild B), denn z €
Bild(AB) = Bild(BA) = z € (Bild A) N (Bild B)
Umgekehrt: z € (BildA) N (BildB) = =z = ax und z = Bx = = = A(Bz) = ABx €
Bild AB.
]
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11 Projektionen und verallgemeinerte Matrixinverse

11.3 Generalisiertinverse Matrizen 24.6.2004
Definition. Fir A € R™** definiere

A™ = {G € RF"|AGA = A}.
Jede Matrix G € A~ heift ,,eine generalisiertinverse Matrix von A*.

Satz. VG € RF*":
G € A~ < AG Projektion auf Bild A

Beweis. ,,=
AG - AG = AG v/
Bild A = Bild AGA C Bild AG C Bild A

S
Sei AG = (AG)? und Bild AG = Bild A. Dann sei z € R* beliebig. Fir Az € Bild A existiert
y € R" mit Az = AGy. Daher AGAr = AG - AGy = Az und AGA = A O

Satz (Bildinklusionslemma). Seien A € R™*¥ B € R™*!, Dann gilt:

BildACBidB < VGe B :BGA=A
< dGe B :BGA=A

Beweis.
=
Seien A = (s1|...|sx) die Spalten von A. Dann gilt Vi < k : s; € Bild B, d.h. Bz = s; ist
l6sbar. Wéhle ¢; € L(B, s;),d.h. Be; = s;, und baue zusammen zur Matrix C' := (c1] ... |cx) €
R per Konstruktion gilt A = BC. Daraus VG € B~ : BGA = BGBC = BC = A.
=V
=
Bild A = Bild BGA C Bild A O

Frage: Ist Uiberhaupt A~ # ()
Schnelle Antwort: Sei Uy ein komplementérer Untervektorraum zu Bild A und sei P die Projek-
tionsmatrix auf Bild A entlang Uy. Zerlege P = (s1|...|s,). DanngiltVj <n :s; € Bild P =
Bild A, d.h. 3g; : Ag; = s;. Zusammen erhalt man G = (g1|...|g,) € R mit AG = P.
Daraus AGA = PA = A.

11.4 Pseudoinverse Matrizen?!

Penrose-Kriterien:
Gegeben A € R™** und B € RF*™,

(PK1) AB symmetrisch

1Sjehe E. H. MOORE, Bull. Amer. Math. Soc. 26 (1920), 394-395 und R. PENROSE, Proc. Cambridge Philos. Soc.
51 (1955), 406-413
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11.4 Pseudoinverse Matrizen

(PK2) BA symmetrisch
(PK3) ABA=A
(PK4) BAB =B

Bemerkung.
(PK1) und (PK3) = AB orthogonale Projektion
(PK2) und (PK4) = B A orthogonale Projektion

Satz. VA € R™*¥ 31B € R*¥*™ : A und B erfilllen die vier Penrose-Kriterien.
Definition. Dieses B heilt ,,pseudoinverse Matrix von A*“ und wird bezeichnet mit A ™

Eindeutigkeitsheweis?. Seien PK1—4 erfiillt von B € R*¥*™ und A+ € RF*™,

B = BAB
= (ABBT)T
= (AATABBT)T
— (A4*(BAB)T)T
= (AATBT)T
= BAAT
= (BA)T AT
= (AAT AT BT AT
= ATAATBT A+
= ATABAAT
= ATAAT
— AT

Nichteindeutigkeitsbeispiele.

PK1,2,3: SeiA=0€R. VAT =a e R:
PK1/,PK2 /,PK3: AATA=0=A.

PK1,2,4: SeiA=1cR.YA=ac{0,1}:
PK1/,PK2 /,PK4: At AAt = a2 = AT,

PK1,3,4: Sei A = L0) gz yge = (10 ,a € R:
0 0 a 0

(PK4)
(PK1)
(PK3)
(PK1)
(PK4)
(PK1)
(PK2)
(PK3)
(PK2)
(PK2)
(PK3)
(PK4)

PK1: AAT = A symmetrisch v/, PK3: AATA = A% = A/, PK4: ATAAT = AT

2nach A. ALBERT, Regression and the Moore-Penrose inverse, N.Y. 1972, S. 72
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11 Projektionen und verallgemeinerte Matrixinverse

(10 . (1 «
PK2,3,4.A_<O 0>,A _<0 0>,a€R...

Satz (konstruktiver Existenzsatz).

a~l fira#0

(i)VaGR:oﬁz{ ]
0 fira =0

ii : = 1y-+-,0pn " : = yeeey
(i) Vn € N: VD = Diag(« an) € R : D = Diag(af alfy

n

(i) Yn € NVS € R - QTSQ diagonal = ST = Q(QTSQ)™ Q™ (symmetrisch) mit
Q € O(n).

(iv) Vn,k € NVA € R™F: AT = (ATA)TAT = AT(AAT)*
Beweis.
(iii) Sei QTSQ = D diagonal. Dann S = QDQT.
+ _ T T onN+OT — + T ;
SST=QDQ'Q(Q"SQ)TQ" =Q DDT Q" symmetrisch

diagonal

S5*S = QDT DQT symmetrisch

SStS=QDDQTQDQT =S
—
§5+t55+ — QDTQT = 5+
(iv) Setze S = AT A. Dann fiir AT = S+ AT:
AAT = AST AT symmetrisch
AYA = STAT A = St S symmetrisch
AATA = (ASTS)TT = (88TATYT = (AT)T = 4,
denn SS ist orthogonale Projektion auf Bild S = Bild AT A = Bild A, daraus folgt

S8+ AT = AT,
ATAAT = STSSTAT = 5+ AT = A*

30.6.2004 Satz (Spezialfélle).

(i) VoeR": ot = J Y TUrv 70
0 firo=20
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(i) VPeR™": P=pP2 =Pl = pt=p
(iii) VG € GL(n): Gt =G~!

s (A b
Beweis. Penrise-Kriterien nachprifen. ..
Satz (Rechenregeln).

(i) VAe R Fvya e R: (ad)t =atAT

(i) VA € R™F ATt = A
AT+ — A+T
(ATA)+ — A+AT+
(i) VS e Ry ()T = (91)?
SST = S§*§
(iv) VP e Rpggm VA e Rk (PA)T = (PA)TP
(ATP)* = P(ATP)*

11.4 Pseudoinverse Matrizen

In Worten: Orthogonale Projektionen gehen beim Pseudoinvertieren auf der anderen Seite

als zusatzlicher Faktor heraus.

Beweis. Verifizieren von PK1-4, auler bei (iii),2:

SSJr — (SSJr)T :SJrTST :STJrST :S+S

PK1

Satz (Bild, Kern und Projektionen).
(i) AAT ist orthogonale Projektion auf Bild A.

E, — AA* ist orthogonale Projektion auf (Bild A7)+ = Kern A.

(i) AT A ist orthogonale Projektion auf Bild A”".

Ej, — At Aist orthogonale Projektion auf (Bild A)+ = Kern A7

(iii) Bild A* = Bild A7
Kern AT = Kern AT

Beweis.

(i) AAT Projektion auf Bild A (denn AT ist insbesondere eine g-Inverse) und AA™ symme-
trisch (PK1). = AAT ist orthogonale Projektion auf Bild A.

Fur £, — AA* siehe Ubung 41.

(ii) AT Aistsymmetrisch (PK2) und idempotent (PK4) = A™ A ist orthogonale Projektion auf
Bild A* = Bild AT (AAT)* C Bild AT = Bild(4A* A)T = Bild A* AAT C Bild A*.
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11 Projektionen und verallgemeinerte Matrixinverse

O
Satz. Sei P = P2 = PR c R™ ™ DannqiltVi=1,...,nVj #1:
p?j < pii(1 = pii)-
Insbesondere gilt p;; € [0, 1].
Erinnerung: Spur P = an‘ = Rang P.
~——
ganzzahlig
Beweis.
n
pii = el Pe; = el P?e; = el PTPe; = ||Pey|)? = p?j = %+ Zp?j > pZ
j=1 J#i
= pii > 0und p;; < 1und p?; <375, p7; = pii — i [

11.5 Vektorhalbordnungen

Definition.

(i) Sei M Menge und > eine zweistellige Relation auf M, d.h. > Teilmenge von M x M.
Dann heif3t > eine ,,Halbordnung“3, falls gilt:

QD VeeM: z>zx (Reflexivitat)
2 Ve,ye M: x>yundy>x = x =y (Antisymmetrie)
() Vz,y,zeM: z>yundy >z = z >z (Transitivitat)

(if) Sei V ein euklidischer Vektorraum und > eine zweistellige Relation auf V. Dann heif3t >
eine ,,Vektorhalbordnung*, falls > Halbordnung ist und gilt:

AW VeeV:z>0und—2>0 = =0
(®) Ve,ye VVa>0:z>y = ar > oy
6) Ve,y,z€eV:iz>y => z+2>y+=z

(iii) Sei V ein euklidischer Vektorraum und K C V. Dann heifit K ein ,,Ordnungskegel“#,

falls gilt

(7)) 0e K

B VeeV:zeKund—-ze K = =0 (Geradenfreiheit)
Q) VeeVVa>0: 2€e€ K = ar e K (Kegeleigenschaft)

3engl. partial ordering
“engl. ordering cone
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11.5 Vektorhalbordnungen

(10) Vz,y e VVa e (0,1): z,ye K = (1—a)z+aye K (Konvexitat)
Bemerkung.
A y<z & x>y
b) Eine Halbordnung >, in der je zwei Punkte vergleichbar sind, d. h.

Ve, y € M : x > yodery > x,

heiflt ,, Totalordnung*. Die Zahlengerade R ist totalgeordnet.
c) K ist Kegelund K ist konvex < Vr,y € KVa,3>0: ar+ By e K
d) Wenn eine Menge K C V mit je zwei Punkten z,y € K

1) die Strecke zwischen x und y enthélt, d.h. Va € (0,1) : (1 —a)z+ay € K, dannist K
konvex;

2) die Gerade durch z und y enthdlt, d.h. Va € R : (1—a)z+ay € K, dannist K ,,lineare
Menge*, d. h. ein Untervektorraum.

Satz. Sei V ein euklidischer Vektorraum.
(i) Sei > Vektorhalbordnung. Dann ist K := {v € V|v > 0} ein Ordnungskegel.

(if) Sei K C V Ordnungskegel. Dann wird durch x > y < 2 —y € K eine Vektorhalbord-
nung definiert.

Beweis.

(i) Aus (1) folgt (7), aus (4) folgt (8) und aus (5) folgt (9). Zu (10):

- > &
r>yundz > g = Ty yty

7z 7 = rx+T > y+x > y+y = 4+ > y+y
® T+xT > y+x} =Y =yTy ® =yTy

Also mit (9):

z>0undy>0 = (1—a)zr>0unday >0 = (1-—a)r+ay >0

i Qx> rz—xeK v wegen(7)
2 aus@):z—yeKy—xeK = z2=0 V
~
(3) aus(9),(10):a:—y€K,y—z€K:>x—z:Q-(%(m—y)—i—%(y—z))eK
(4) aus(8)
(5) aus (0)
(6) aus Definition:z —ye K = (x4+2)—(y+2) € K V
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11 Projektionen und verallgemeinerte Matrixinverse

Beispiel.

a) R mit Standardordnung > hat Ordnungskegel [0, co) und ist Vektorhalbordnung, sogar Vek-
tortotalordnung.

b) R™ mit Ordnungskegel [0, c0)™ induziert Vektorhalbordnung
x>y & r—yel0,00)" & Vi<n: zj—y; >0.

Diese ,,komponentenweise Vektorhalbordnung* ist nicht total, denn fir n > 2sind z.B. x =
(1,0,...,0,—1)T und y = 0 unvergleichbar. Diese Vektorhalbordnung ist ,,abgeschlossen*
im Sinne von Vn : z, > 0und (z,),>1 konvergent = limx, > 0. Das selbe ist, dal
[0, 00)™ als Menge abgeschlossen ist.

c) R™ mit Ordnungskegel (0, 00)™ U {0} hat Vektorhalbordnung. Diese ist nicht abgeschlossen.

d) Im R™ induziert der konvexe Kegel (0, 00)™ keine Vektorhalbordnung, sondern die Relation
x>y = x—y e (0,00)"ist

VeeV:xhu irreflexiv,

Ve,yeV:izc>y =yt antisymmetrisch

und transitiv.

e) R™ mit Ordnungskegel K := {z € R"|x; > x9 > --+ > x,, > 0} (,,Vektoren mit absteigend
geordneten Komponenten*) induziert die Vektorhalbordnung

x>y o r—yeK & x1—y1>212—y2>" 2Ty —yp > 0.

f) R™ mit ,Eistitenkegel“ {z € R"|\/x% + - +x$hl < x,}. Fur Bilder dieser Kegel siehe
F. PUKELSHEIM, Optimal Design of Experiments, S. 38.

Fazit: Es gibt eine Unmenge von Ordnungskegel und somit auch von Vektorhalbordnungen.

g) Im Matrizenraum R™** ist (gelegentlich) die komponentenweise Halbordnung von Interesse,
mit Ordnungskegel [0, 00)"**. Das heit A > 0 :& Vi, 7 : a;; > 0.

h) Im Matrizenraum Rg 5" wird durch
RExn = {A € RMVe € R": 2T Az > 0} =: NND(n)

n.neg.def. * sym.

ein Ordnungskegel definiert.

Beweis.

(7) 0 NND(n) v
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11.5 Vektorhalbordnungen

(9) VA € NND(n) Voo > 0 : (Vo € R" : 2T(ad)z = a glAz > 0) = ad e
0 >0
> 2z

NND(n).

(10) VA, B € NND(n) Va € (0,1) : (1—a)A+aB € NND(n)
(11— a)A+aB)z = (1— ) el Az + o "Bz >0

=0 >0 >0 >0

(8) Sei A € NND(n) so, daB —A € NND(n). Wéhle zu Eigenwert A € Spec A einen

Eigenvektor z. Dann
OngAac:)\xTx = A>0

und
0<al(—A)z=-xzTz = A<0.

= A=0
O

Satz (Charakterisierung nichtnegativdefiniter Matrizen). Sei A € Rgz". Dann sind folgen-
de Aussagen aquivalent:

(i) A€ NND(n)

(i) Ve € R*: 2T Az >0

(i) IV e RE: A=W?

(iv) IV € RRangAxn . g — Ty

(v) Spec A C [0,00), in Worten: Alle Eigenwerte des Endomorphismus A sind nichtnegativ.
Beweis. Definition und Ubungen 37 und 38. O

Definition.
PD(n) i= Ryl = {A € Ry Ve £ 0 2T Az > 0}
heit der ,,Kegel der positiv definiten Matrizen*.
Bemerkung. PD(n) ist kein Ordnungskegel. Er ist das Innere des Ordnungskegels NND(n).

Satz (Charakterisierung positivdefiniter Matrizen). Sei A € Rg". Dann sind folgende Aus-
sagen aquivalent:

(i) AePD(n)
(i) Vo € R*\ {0} : 2T Az >0
(i) IV e Rg' = A= W2 und RangW =n

(iv) IV e GL(n): A=VTV
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11 Projektionen und verallgemeinerte Matrixinverse

(v) Spec A C (0,00)
(vi) A € NND(n)und Rang A =n

(vii) (Abschnittsdeterminantenkriterium.) Vm = 1,...,n : det(Ay)) > 0, wobei

Beweis. (vii) mit Satz von Sylvester. O

Bemerkung. Ubergang von PD(n) zu NND(n) gelegentlich durch ,,Regularisierung*:

A =lim(A+e€E,)
~~ €—0 e —

ENND(n) €PD(n)

2.B. AAT = A-lim_o(A+ eE,) "1
Diagonalisierung: A = Q! Diag(\1, ..., \)Q.

A+ €eE, = QT Diag(\1,...,\)Q + eQTQ = QT Diag(e + A1, ..., e+ \)Q

(A+eE,) "' = (Q" Diag(e + A1, ..., e+ )\n)Q)_l = Q7 Diag (ﬁ ! > Q

1

<)
=

A(A + eB,) " = QT Diag(M)Q - Q7 Diag ( Q

7

Q — Q" Diag(\\))Q = AA*

T .
= D
@ 148 <€+)\i

Ausblick:
a) Entweder weiter mit ,,\Vektoroptimierungsproblemen* bzwgl. einer vorgegebenen Vektorhal-
bordnung:
Gegeben: (V, >) euklidischer Vektorraum mit Vektorhalbordnung >. Sei M C V.
Problem I. Finde einen ,Maximalvektor x € M* so, daB ,kein anderer Vektor y € M

besser als x ist*, d.h.Vy € M : y > x = y = x (,,paretooptimal®).

Problem II: Finde einen ,,Maximumsvektor z € M so, dal} x ,,besser ist als alle Konkur-
renteny € M“,d.h.Vye M : x> y.

Bemerkung. Bei Totalordnungen ist Problem I gleich Problem Il. Bei Halbordnungen ist dies
i.a. nicht so.
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11.5 Vektorhalbordnungen

Beispiel. R mit komponentenweiser Halbordnung mit Ordnungskegel K := [0, 00)?.
M := Einheitskreis = {z € R?|z? + 22 < 1}

VeeM: {zcRz>2)={z R}z —2>0}={zc R}z c 2+ K}

Die Menge der Maximalvektoren von M bzgl. > ist der Rand des Viertelkreises im ersten
Quadranten. Die Menge der Maximumsvektoren ist leer.

b) Oder weiter mit multilinearen Abbildungen.

69



s.7.20 12 Tensorprodukte oder Multilineare
Algebra

Sei K ein Korper.
Definition. Seien Vp, V4, ..., v, K-Vektorrdume. Dann heift eine Abbildung f : V4 x --- X
Vi, — Vo ,,n-linear®, falls gilt:

Vi=1,...,nVv € Vl,...,vj,1 € ijl,vj+1 € Vj+1,...,vn evV,:

iV — W
vj +—  f(v1,...,0j-1,V5,0j41,...,0y,) istlinear.

Bemerkung.
a) Falls Vi = K, dann multilineare ,,Formen®.

b) n = 2 ist Spezialfall der ,,bilinearen Abbildungen* (salopp auch ,,Produkte” genannt).

12.1 Tensorprodukte von VektorrAumen

Definition. Ein Paar (7', ) heifit ,, Tensorprodukt* der Vektorrdume V" und W, falls gilt:
(TP1) T ist Vektorraum

(TP2) ¢ ist eine bilineare Abbildung von V' x W nach T mit der folgenden ,,Faktorisierungs-
eigenschaft”.

(TP3) Fir jeden Vektorraum U und fir jede bilineare Abbildung f : V x W — U existiert
genau eine lineare Abbildung f* : T'— U mit f = f* o .

Bemerkung.
a) Zugehorige Abbildungsmengen sind also
L2(V x W,U) :={f : V x W — U|f bilinear} und
L(T,U) :={g: T — Ulg linear}.
b) Im Bildchen:

f bilinear

VxW

U
7
7/
7 * i
x L7 f* linear

T
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12.1 Tensorprodukte von Vektorrdumen

12.1.1 Reduktionssatz

Satz. Seien V, W K-Vektorraume, (7', ») Tensorprodukt fur V" und W und U ebenfalls ein K-
Vektorraum. Dann ist die durch die Eigenschaft (TP3) gegebene Zuordnung

x: L2V x W,U) — L(T,U)
ein Vektorraum-Isomorphismus.
Beweis. L2 und L sind Vektorraume. /
I. x ist wohldefinierte Abbildung wegen (TP3).

Il. xist surjektiv: Sei h € L(T,U). Dann betrachte f := hoy : V x W — U. Offenbar ist f
bilinear und f* = h und h Bildwert unter der Abbildung x.

. = istinjektiv: Aus f* = g* folgt f = ffop=g*0op =y.

IV. «istlinear: Es gilt (oof + 8g)* = aof*+ Bg*, denn (af*+ Bg*)op = af*op+ g op =
af + Bg.

O

12.1.2 Satz zur Minimaleigenschaft von T
Satz. (T, ) sei Tensorprodukt fiir V und W. Dann gilt T = span (¢o(V x W)).
Beweis.

I. ¢ ist bilinear und (7', ¢) ist Tensorprodukt. Also existiert eine lineare Abbildung ¢* €
L(T,T). Offenbar ist o* = id.

1. Sei T := span(gp(V X W)). Es st 7" ein Untervektorraum von 7'. Definiere ¢ : V x W —
T durch $(v, w) := @(v,w). Dann ist ¢ bilinear und faktorisiert gemaR (TP3):

¢ =@* opmitg* e L(T,T).

Mit der (,,Inklusions-“)Abbildung j : T — T gegeben durch Vv € T : jv) = v gilt
dann: o = jo @ = jop* op.
——

linear

1. Aus der Eindeutigkeit in (TP3) folgt j o ¢* = ¢* = idz. Also (mit Ubung 10 aus LA ) ist
jsurjektivund T =1T.

O
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12 Tensorprodukte oder Multilineare Algebra

12.1.3 Tensorprodukte von Teilrdumen

Satz. Sei (T, ) ein Tensorprodukt fur V und W. Ly sei Untervektorraum von V, Ly sei
Untervektorraum von W. Setze T := span(@o(Ly x L)) € T und oz : Ly X Ly —
Tr, (v,w) — @(v,w). Dannist (T, ¢ ) Tensorprodukt fir £y und Lyy.

Beweis.
(TP1) v/
(TP2) v/

(TP3) Sei U ein Vektorraum und f : Ly x Ly — U bilinear. Man wahle Fortsetzung £ :
V x W — U bilinear (d.h. F|z, xz,, = f). Dann existiert F* : ' — U linear mit F' =
Frop.Daraus f = Flz, xcw = F*opley xcw = F*|1,. o pr. Diese Faktorisierung ist
eindeutig, denn mit einer zweiten Faktorisierung f = hog isthop, = f = F*|r. o,
und somit h = F*| T wegen Minimalitét von 7.

O

12.1.4 Eindeutigkeit von Tensorprodukten

Satz. (T, ) sei Tensorprodukt fur V und W, T sei Vektorraum und ¢ : V x W — T bi-
linear. Dann ist (7',¢) genau dann Tensorprodukt fiir V' und W, wenn es einen Vektorraum-
Isomorphismus i : T' — T gibt miti o o = .

14.7.2004 Beweis.
11j“

I. Da ¢ Tensorprodukt und ¢ bilinear, existiert Faktorisierung ¢ = i o ¢ miti € L(T, T).
Il. Da ¢ Tensorprodukt und ¢ bilinear, existiert Faktorisierung ¢ = h o g mit h € L(T,T).

I11. Somit gilt:

o(v,w) =ho@(v,w) =hoiop(v,w)
P(v,w) =io0p(v,w) =1io0hopv,w)

Wegen Satz 12.1.2 und der Linearitit von h o i und i o h folgt
(i) hoi=1idy und
(ii) 70 h =ids.

Mit Ubungsaufgabe 10 (LA I):

(i) 4 injektiv und h surjektiv und
(if) A injektiv und i surjektiv.

Somit ¢ Vektorraum-Isomorphismus und i = i L.
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12.1 Tensorprodukte von Vektorrdumen

e
(TP1) v
(TP2) ¢(v,w) =i o p(v,w) ist bilinear. v/
(TP3) Sei U Vektorraumund f : V x W — U bilinear. Dann gilt:
fvjf*ogp:f*ofloiogp:f*oga
—.f* @

Diese Faktorisierung ist eindeutig, denn aus f = j o ¢ folgt

f=jop=joiop.
~—~
linear

Da ¢ Tensorprodukt, muB gelten j o i = f*. Daraus: j = f*oi~! = f*.

12.1.5 Existenz von Tensorprodukten

Satz. Seien V und W K-Vektorrdaume mit dimV = n und dim W = k. Dann existiert ein
Tensorprodukt (7', ) fir V- x W.EsistdimT = n - k.

Beweis. Esseiene, ..., e, Basisvektoren fur V und e}V, ..., e}’ Basisvektoren fiir 1.

T n

I. (TP1) Konstruktion eines Vektorraums 7.
Betrachte S := { (e, €]") |i=1,...,n, j=1,...,k} mit4S =n - k.
SeiT:= K% = {t:S — K|f Abbildung}.
Dann ist 7" ein K-Vektorraum mit dim 7" = §S = n - k und mit Basis ¢;;, definiert durch

- 1 firi=4,j=7j
Vv R ~ = ’
(e e ) = i 055 = {0 sonst.

1. (TP2) Konstruktion von ¢:
V x W — T bilinear.
Dazu identifiziere v € V mit seinem Koordinatentupel z = (x1,...,2,)" gemiR v =
S xe) . Identifiziere entsprechend w € W mity = (y1, ..., yx)”. Damit definiere

n k
gp(v,w) = Z inyjtij eT.

i=1 j=1

Diese Abbildung ist bilinear. Insbesondere ¢ (e}, eV’ ) = ;.
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12 Tensorprodukte oder Multilineare Algebra

1. (TP3)
Sei U Vektorraum und f : V x W — U bilinear. Sei f* € L(T,U) definiert durch

f*(tij) := f(e},€}"). Dann

flv,w) = f (Z e} Zyjejw) = Z sz‘yjf(ez‘c@}”)
i J J

=3 wwf () = 3D wwif* (el ) = £ 0 elv,w)

Ist zudem f = ho @ dann h(t;;) = f (e}, e}") = f*(t;;) und somit h = f*.

@

12.2 Tensorprodukte von linearen Abbildungen

Seien V1, Vo, W1, W5 endlichdimensionale K -Vektorraume.
Sei A € L(V4, V») eine lineare Abbildung von V4 nach V,
und B € L(W7y, W) eine lineare Abbildung von W, nach Wy
und (771, ¢1) ein Tensorprodukt fir V3 und Wi

und (73, p2) ein Tensorprodukt fur Va und Wa.

Betrachte f : V1 x W1 — Ty, (v,w) — ¢2(Av, Bw). Dann offenbar f bilinear. Also Fak-
torisierung Uber 1 moglich, d.h. 39 (A, B) € L(Ty,T2) mit po(Av, Bw) = f(v,w) =
¢21(A, B) e} cpl(v, U))

Definition. Eine lineare Abbildung 21 (A, B) € L(11,T>») heifit ,, Tensorprodukt von A und
B* (ngl (Tl, (pl) und (TQ, (pg)), falls Vv € ViVw € W7 :

¥21(4, B) 0 p1(v,w) = p2(Av, Bw).

Bemerkung. Die Zuordnung (A, B) — 191 (A, B) definiert eine bilineare Abbildung

Vo1 : LV, Va) x L(Wy, W) — L(T1,T3).
Sind alle Raume endlichdimensional, dann ist (L(Tl, Ts), ¢21) ein Tensorprodukt fur L(V7, V3)
und L(T/, Wa). Im Fall von unendlicher Dimension ist das nicht mehr richtig.
12.2.1 Rangformel
Satz. Rang s (A, B) = Rang A - Rang B
Beweis.

. Setze T := span(yp2(Bild A x Bild B)) und ¢, :BildAx BildB — 1T,

(v,w) —  pa(v,w).
Nach Satz 12.1.3 ist (T, ¢) wieder ein Tensorprodukt fur Bild A und Bild B. Fir die
Dimension gilt gemaR Satz 12.1.5 dim 7z = dim Bild A-dim Bild B = Rang A-Rang B.
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12.3 Das Kroneckerprodukt (Tensorprodukt fiir euklidische Vektorrdume)

I1. Da das Bild von 1 den Raum T3 aufspannt (Satz 12.1.2), gilt:

Bild ¢91 (A, B) = 21 (A, B) (span 1 (V x W))

= span p2(Bild A x Bild B) = T
P21001 =2

. Rang 91 (A, B) = dim Bild 191 (A, B) = dim T = Rang A - Rang B.

Also Tensorprodukt von linearen Abbildungen 51 (A, B) definiert als Lésung von 15.7.2004
¥21(A, B) 0 p1(v,w) = p2(Av, Bw)

fur alle v € V1, w € Wy, bzw. wegen Bilinearitat einfach fiir alle Basisvektoren einer Basis von
V1 und einer Basis von Wj.

12.2.2 Tensorprodukte von Produkten linearer Abbildungen

Satz. Seien V3, W3 weitere Vektorraume und (7, ¢3) ein Tensorprodukt fur Vs und Ws. Seien
A € L(Va,V3) und B € L(W,, W3). Dann gilt:

V31(AA, BB) = ¢35(4, B) 0 9o (A, B).
Beweis. Verifikation der definierenden Gleichung:

Y32(A, B) 0 991 (A, B) 0 ¢1(v,w) = p3(AAv, BBw)

—p2(Av, Bu)

12.3 Das Kroneckerprodukt (Tensorprodukt fur euklidische
Vektorrdume)

Jetzt V = R™, W = RF, (T, ) Tensorprodukt. Dann dim 7T = nk. Spezielle Kandidaten:
(R™* ) oder (R"Xk, (z,y) — :cyT).

Satz. Mit
®:R* x RF — Rnk
1Y
T2y
(r,y) — Tz®y:=
Tny

ist (R™*, @) ein Tensorprodukt fur R™ und R,
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12 Tensorprodukte oder Multilineare Algebra

Beweis. In Satz 12.1.5 war 7" konstruiert mit Basisvektoren ¢;; und bilinearer Abbildung
Ty) =YY wyjtiy.
i
Transport der ¢;; von 7' in R™* durch

(e)1eh
(6?)26§ . .

= ,lauter Nullen, nur in i-tem Block auf j-ter Stelle eine 1“.
Mit diesen Basisvektoren dann

T1y1

T1Yk
291

(6?)16? Ty

TRY = jz:jz:ahy] jzzjz:ahy] : = : - x;yk

(t”) (e )nel Tny

TnY1

TnlYk

12.3.1 Kroneckerprodukt von zwei Matrizen

Kroneckerprodukt von linearen Abbildungen = Matrizen: A € R"2*™ B ¢ RF2Xk1_ Dann ist
¥21(A, B) Losung von 121 (A, B)(z ®@ y) = (Az) ® (Bz).

w1(z,y)
Satz.
(i) Darstellung als Blockmatrix:
annB  apB ain, B
Yo = A@B = | € Rr2kexnik:
anng aanB anznlB

(i) Rang(A ® B) = Rang A - Rang B
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12.3 Das Kroneckerprodukt (Tensorprodukt fiir euklidische Vektorrdume)

(i) (A® B)(z ® y) = Ax ® By und allgemeiner:
(A® B)(A® B) = (AA) ® (BB)
fir A € Rsxn2 B ¢ Rksxkz

(V) (A4® B)T = (A7) @ (BT)

(v) (A®B)* = (A) @ (BY)
(Vi) P e Ry und Q € Rpst = P Q e RpE
Beweis.

(i) Zuzeigen: (A ® B)(z @ y) = (Az) ® (By).

annB ... alnlB:| L1y (Zaljxj) By

Tny (2 anzﬁj) By
(if) Aus Satz 12.2.1.
(iif) Konkretisierung des Tensorprodukts von linearen Abbildnugen.
(iv) Aus Blockdarstellung.
(v) PK1-4 verifizieren. Zum Beispiel:

(A® B)(AT @ BT = [(AAT) @ (BBN)]" = (44")T © (BBT)"

= (AA")® (BBT) = (A® B)(A* @ BY)

(i) (P®Q)?)(P?)®(Q?% = P®Q.Falls orthogonal: (P2 Q)" = (PT)® (QT) = P®Q.

O

Definition. vec : R™*k — R"*

xyT = TRy

(ist linear).

Satz. VA € R™*F: vec A = (,,Zeile an Zeile*)T

7



12 Tensorprodukte oder Multilineare Algebra

Beweis.

_ .. n( k\T
A= g g oy e; (ej)
i g .
=FE;;= n x k-Matrix

mit (¢, j)-Eintrag 1
und sonst lauter Nullen

= vecA = Z Z a;j vec (e?(e?)T) = (,Zeile an Zeile*)”
e e
i

n k
[ ®ej

21.7.2004 12.3.2 Der Vektorisierungsoperator

Satz.

(i) Sowohl (R, ®) als auch (R"**, (z,y) — xy’) sind Tensorprodukte fir R". Ein Isomor-
phismus ist

vec : R™F _ RF

a1

aik
A | @21 | = (, Zeile an Zeile*)".

azf

Dieser ist ,,tensorprodukttreu, d. h. vec(zy?) = z ® y.
(i) Esgilt vec(ABC) = (A ® CT) vec(B) fiir zusammenpassende Matrizen A, B, C.
(iii) vec ist skalarprodukttreu fir (R™**, Spur ABT) und (R™, 2Ty).
Beweis.
(i) Aus Linearitat und Tensorprodukttreue folgt die Gestalt von vec A, ndmlich

vec A = vec Z Z aije?(ef)T = Z Z a;j Vec(eiejT) = (,Zeile an Zeile*)T .

e;Re;
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12.3 Das Kroneckerprodukt (Tensorprodukt fiir euklidische Vektorrdume)

vec(ABC) = Z Z bij vec( Aele )
= Z Z bz‘j vec (Aei(CTej)T)
—ZZbU (Ae;) ® C e;)
— - TY(p. )
12.3.1.(i) Z Z bij(A® CT)(ei @¢;)
i
= (A® CT)(vec B)
(iii) =Ty = 3" a3, ist inneres Produkt auf R™*, /

Spur ABT = 3" 3" a;;b;; ist inneres Produkt auf R™**. /
(vec A)T (vec B) = >° 3" a;;bi; = Spur(ABT)

Bemerkung. Fur || Al := +/Spur AAT qilt |AB|| < || 4] - || B]|.

Beweis.

|IAB|? = Spur ABBT AT = Z ZJ: (Zk: aikbkj>2
<zz(zam) (Sow) =1

(S

O

(Konkrete) Tensorprodukte fir R™ und R”:

R « Rk f bilinear U
(zy)—ay”
F* linear
Rnxk
® lvec f* linear
Rnk

mit f(z,y) = f*(z @ y) und f(z,y) = f*(zy").

79



