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1 Mengen und Relationen

1.1 Mengen

Die Objekte, die Mathematiker studieren, heiRen ,,Mengen*! — nur im Spezialfall: Zahlen(men-

gen) —;

die Beziehungen zwischen Mengen hei3en ,,Relationen*.

Was ,,ist“ eine Menge? Solche Seinsfragen gehéren in die Philosophie. Wir nehmen den ,,ma-
thematischen Urknall“ als gegeben.

Es gibt Mengen X,Y, Z, . ..

Eine Menge X enthélt Objekte z, y, z, ..., die ,,Elemente* genannt werden.

Mathematische Konvention fur den anstandigen Umgang unter Mathematikern

Art. 1:

Art. 2:

Art. 3:

Art. 4:

Art. 5:

Art. 6:

Art. 7:

Entweder Unterstreichung? oder Anfilhrungsstriche bedeuten Betonung.

Unterstreichung (bzw. Fettdruck, siehe Funote 2) und Anfiihrungsstriche bedeuten ver-
pflichtende Sprachregelung.

GroRbuchstaben haben keinen Aufstrich, Kleinbuchstaben immer mit Aufstrich.3

Die Aussage ,,Das Element x ist in der Menge X enthalten” wird formelmaRig abgekuirzt
U,z e X"

Die Aussage ,,Das Element x ist in der Menge X nicht enthalten* wird abgekirzt zu
W & X"

Die Aussage ,,Die Menge Y ist eine Teilmenge der Menge X*“ bedeutet, daB jedes Ele-
ment, das in Y enthalten ist, auch in X enthalten ist, und wird abgekirzt zu ,,Y C X*.
Die Aussage ,,Die Menge Y ist nicht eine Teilmenge der Menge X*“ bedeutet, dal nicht
jedes Element, das in Y enthalten ist, auch in X enthalten ist, und wird abgekdrzt durch
WY & X

Die Aussage ,,Die Menge Y ist gleich der Menge X*“ bedeutet, daf sowohl gilt Y C X
als auch gilt X C Y, und wird abgekirzt zu ,,Y = X*.

Die Aussage ,,Die Menge Y ist nicht gleich der Menge X*“ bedeutet, daR nicht gilt
sowohl Y C X wie auch X C Y, und wird geschrieben als ,,Y" # X*.

Es gibt eine Menge, die kein Element enthélt. Sie heifl3t ,,leere Menge* und wird bezeich-
net mit (.

Yengl. sets
21ch werde hier statt Unterstreichung Fettdruck verwenden.
3Bitte keine Beschwerden, weil die Kleinbuchstaben in diesem Skript keinen Aufstrich haben. .. :;-)

21.10.2003



1 Mengen und Relationen

Ideologie der Mathematik
Wir sagen nie, was die Objekte, die wir betrachten, sind, aber immer prazise, welche Beziehun-
gen wir unter ihnen erlauben. Nur prézise, formelmaRig gefalste Beziehungen sind erlaubt.

1.1.1 Mengenbeispiele I: Auflistung der Elemente

a)

b)
c)

Menge
—_—
M:={1,2,3,4,5,6 }

————
/ ] Liste der Elemente

Name
,steht fur Ende der Menge
Anfang der Menge

In Worten: Der Buchstabe M steht fiir die Menge mit den Elementen 1,2,3,4,5, 6.
Np :={0,1,2,3,... } heilit ,,die Menge der natlrlichen Zahlen®.

7 :=4{0,1,—-1,2,—-2,3,-3,... } heilit ,,die Menge der ganzen Zahlen*.

Bemerkung. Ebenso Q,R,C, ...

1.1.2 Mengenbeispiele Il: Beschreibung der Elemente

a)

b)

besondere Eigenschaft

—N—
2:={ z€Z | =zistgerade }

/ Teilmenge
Name \

_ mit der Eigenschaft
»steht fur

In Worten: Die Zeichenfolge ,,27Z* steht fir die Teilmenge derjenigen ganzen Zahlen z, die
die Eigenschaft ,,z ist gerade* erfiillen.

No ={z € Z|z > 0}

Diese Aussage enthalt nur Teile, die wir schon kennen. Ob diese Teile so zusammengesetzt
sind, dal3 die Gesamtaussage ,,richtig*, ,,mathematisch wahr®, ,,gultig* ist, kénnen wir nur
durch Nachdenken, Nachprifen, Beweisen herausfinden:

Links steht die Menge Ny beschrieben durch Auflistung, rechts steht die Menge {z € Z|z >
0} beschrieben durch ihre Eigenschaften. Also kann das Zeichen ,,=* in der Mitte nur die
Mengengleichheit aus Art. 6 der Konvention sein.

In der Tat: Es gilt Ny C {z € Z|z > 0}, denn wenn z eine naturliche Zahl ist (z € Ny), dann
ist X auch eine ganze Zahl (x € Z) mit der Eigenschaft, daR X nichtnegativ ist (x > 0). Es



1.1 Mengen

gilt auch {z € Z|z > 0} C N, denn wenn z eine ganze Zahl ist (z € Z) und z nichtnegativ
ist, dann muR z eine natirliche Zahl sein (z € Ny).

1.1.3 Mengenbeispiele IlI: Berechnung als Teilmenge

Seien X und Y Teilmengen einer gegebenen Menge Z.

a) Durchschnitt*

XNY:={z€Z|ze Xundz €Y}
In Worten: Die Zeichenfolge ,,.X N Y steht fur die Teilmenge der Elemente z € Z mit der
Eigenschaft, daB z in X enthalten ist und z in Y enthalten ist.
Es gelten die folgenden mathematischen Aussagen: 23.10.2003

XNY={zeX|zeY})
XNY ={yeY|lye X}
XNY=YnNX kein Bezug mehr auf die Obermenge Z
XNnYycx
XNy cCcy

b) Differenz®

X\Y ={z€ZzeXundz¢Y}

Es gelten die folgenden Aussagen:

X\Y={zeXz¢V}
X\YCX

¢) Vereinigung®

XUY:={z€Z|lze XoderzeY}

drei Falle:
zeXundzeY

zeXundz¢Y
z¢gXundzeY

4engl. intersection
Sengl. difference
®engl. union



1 Mengen und Relationen

Es gilt:
XUY=YUX

Definition.
a) Zwei Mengen X und Y heiRen ,,disjunkt oder ,,elementfremd*, falls X N Y = (.

b) Eine Mengendifferenz X \ Y heif3t ,,das Komplement von Y in X* oder ,,die Ergdnzungs-
menge von Y in X“ fallsY C X.

c) Eine Mengenvereinigung X UY heift,,die Mengensumme von X und Y*, falls XNY = (.

1.2 Relationen (= Beziehungen)

Sei X eine Menge und sei Y eine Menge.

XxY ={(z,y)lre Xundy € Y}

In Worten: Das ,,kartesische Produkt von X mit Y steht fir die Menge aller Paare, deren
erste Komponente in X enthalten ist und deren zweite Komponente in Y enthalten ist.

Warnung. Diese Einflihrung des kartesischen Produkts ist unbefriedigend, denn die Paarmenge
wird weder durch Auflistung noch als Teilmenge einer Obermenge eingefihrt.

Definition.
a) Eine Menge R heif}t ,,Relation auf den Mengen X und Y*“, falls RC X x Y.
b) Eine Menge R heifdt ,,Relation auf der Menge X, falls R C X x X.

Beispiel. Sei X die Menge der Menschen im Hdérsaal.
Madgliche Relationen:

{(z,y) € X x X|z ist blutsverwandt mit y }
{(z,y) € X x X|z ist verliebt in y}
{(z,y) € X x X|z zahlt y das Mittagessen }

Definition. Eine Relation R auf der Menge X heil3t
a) ,.reflexiv®, falls fir jedes Element z € X qilt: (x, z) istin R enthalten;

b) ,.,symmetrisch®, falls fir jedes Element z € X und flr jedes Element y € X gilt: Wenn
(z,y) in R enthalten ist, dann ist (y, z) in R enthalten;

c) ,.transitiv®, falls fir jedes Element x € X und fir jedes Element y € X und fur jedes
Element z € X gilt: Wenn (z,y) in R enthalten ist und (y, z) in R enthalten ist, dann ist
(z, z) in R enthalten.



1.2 Relationen
Definition. Eine Relation R auf der Menge X heift ,,Aquivalenzrelation“’, falls R reflexiv ist
und R symmetrisch ist und R transitiv ist.
Beispiel.
a) ,x = y*“ ist Aquivalenzrelation auf N (oder jeder anderen Zahlenmenge).

b) ,, X = Y*ist Aquivalenzrelation auf dem System aller Teilmengen einer gegebenen Menge
Z.

In Anlehnung an das Gleichheitszeichen ,,=* schreiben wir fiir eine Aquivalenzrelation statt
(z,y) € R bevorzugt z ~ y. In Worten: x und y sind &quivalent.
Also nochmal:

e Reflexivitt: z ~ x
e Symmetrie: Wenn x ~ y, dann y ~ .
e Transitivitat: Wenn x ~ y und y ~ z, dann z ~ z.

Definition. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir ein Element z € X heift A(z) := {y €
Xy ~ x} die ,,Aquivalenzklasse von z*.

Satz (Vorsatz uber Aquivalenzklassen). Fiir jedes Element z € X und fiir jedes Element
y € X gilt: Wenn z ~ y, dann A(z) = A(y).

Beweis. Behauptet wird Mengengleichheit A(z) = A(y), falls z ~ y. GeméR Art. 6 ist zu
zeigen, da (1) A(z) € A(y) und (I1) A(y) C A(x).

zu (1): Sei z € A(x). Das bedeutet z ~ 2. Dem Element y wird ebenfalls Aquivalenz mit x
unterstellt: x ~ y. Aus der Transitivitat folgt z ~ y. Das bedeutet z € A(y) und daher gilt
A(z) C A(y).

zu (I): Ganz analog durch Vertauschung in (1) von z und y.

Zusatz. Entweder A(z) = A(y) oder A(z) N A(y) = 0.

Beweis. Sei z € X und y € X. Wenn A(z) N A(y) # (), dann gibt es ein Element z € X mit
z € A(z)und z € A(y). Daraus folgt z ~ x und z ~ y. Symmetrie und Transitivitat erzwingen
x ~ y. Der Vorsatz liefert A(x) = A(y). O

Wegen Reflexivitét ist jedes Element 2 € X in der Aquivalenzklasse A(x) enthalten.

Satz (Hauptsatz iber Aquivalenzrelationen). Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrela-
tion auf X. Das System der Aquivalenzklassen bildet eine ,,erschépfende Zerlegung* (,,Partiti-
on“) von X in dem Sinn, daR jedes Element 2 € X in einer Aquivalenzklasse enthalten ist und
daR ungleiche Aquivalenzklassen disjunkt sind.



1 Mengen und Relationen
Definition. Sei X eine Menge. Die Relation R_ := {(z,z)|z € X} heiflt ,,Elementgleichheit 28.10.200
auf X* und statt (z,y) € R— schreibt man z = y.
Bemerkung. Die Relation R_ heift ,,Diagonale von X x X*.
Satz. Sei X eine Menge. Dann gilt:
i) Elementgleichheit ist eine Aquivalenzrelation.
if) Furjedes Element z € X gilt{y € X|z =y} = {z}.

Bemerkung. Das heif3t, Elementgleichheit zerlegt X in das System der Einermengen {z} fir
z e X.

Beweis.
i) Elementgleichheit ist

o reflexiv: (z,z) € R_ fur jedes Element z € X

e symmetrisch: Fir jedes Element z € X und jedes Element y € X gilt: Wenn (z,y) €
R_, dann sind = und y nur verschiedene Namen flir dasselbe Element. Also ist das
Paar (z,y) dasselbe wie das Paar (y, ), woraus folgt, dal3 (y,z) € R—.

e transitiv: Wenn (z,y) € R—und (y, z) € R—, dann sind z, y und z nur verschiedene
Namen flir dasselbe Element, woraus folgt, daf (x, z) € R—.

if) Wir haben A(z) :={y € X|(z,y) € R=} = {x}, denn A(z) C {x} wegen Definition von
R_ und A(z) D {x} wegen Reflexivitét.

O

1.3 Abbildungen

Seien X und Y Mengen.

Definition. Eine Relation G C X x Y heifit ,,Abbildung(sgraph)“s, ,Graph* oder ,,Abbil-
dungsrelation®, falls fir jedes Element z € X genau ein Element y € Y existiert mit der
Eigenschaft (z,y) € G.

Konvention:

a) Daszu z € X eindeutig bestimmte Element y € Y bezeichnen wir i.a. mit,,f(x)“ und lesen
»f von ¥,

b) Die Abbildung G C X x Y bezeichnen wir meist mit f : X — Y und den zugehdrigen
Graph bezeichnen wir mit G ;.

"engl. equivalence relation
8engl. mapping
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¢) Man nennt:

X Definitionsbereich®

Y Wertebereich'®

f  Zuordnungsvorschrift!!

x  Argument®?, Variable!®, Urbild
f(z) Wert®, Bildwert'®

d) Nutzliche sprachliche Vielfalt:

Aquivalenzklasse

Definitionsbereich

Potenzsystem
Abbildungsgraph

sind (spezielle) Mengen

1.3 Abbildungen

Definition. Eine Abbildung f : X — Y und eine Abbildung f : X — Y sind ,,gleich®, falls

gilt X =

f(undY:f/unde:Gf.

1.3.1 Abbildungsbeispiele I: Tabelle der Paare (z, f(z))

a) X ={1,2,3,4,5,6} und Y =Ny ={0,1,2,... }

owcnbwl\:,_\‘&

f(x)

6
20
999
77
68
0

b) X = Menge der Anwesenden und Y = {¢, 5"}

x | f(2)

Friedrich Pukelsheim d

) X=1{1,23} =Y

%engl. domain of definition
Wengl. range of values
engl. assignment rule
2engl. argument
Bengl. variable
engl. preimage
Bengl. value
8engl. image value

11



1 Mengen und Relationen

f(z)

(JOI\)|_\><

1
3
2

1.3.2 Abbildungsbeispiele II: Beschreibung der Zuordnungsvorschrift

a) fa:7Z — N gegeben durch f,(z) := 22 fiir z € Z. ,,Quadrieren ganzer Zahlen*.

b) f»:7Z — [0,00) gegeben durch fy(z) := 22 fur 2 € Z. Wir haben f, # f.

¢) f.:R — [0,00) gegeben durch f.(z) := z? fiir € R. ,,Quadrieren reeller Zahlen*.

d) f;:R — R gegeben durch f;(x) := 2? fiir z € R. Wir haben f. # fa.

e) fe:R — Rgegeben durch f.(x) := |z| fir z € R. ,,Betrag reeller Zahlen*.

f) fr : R x R — R gegeben durch f¢(x,y) := xy fur € R und y € R. ,Multiplikation
zweier reeller Zahlen®.

1.3.3 Abbildungsbeispiele Ill: Berechnung neuer Abbildungen aus alten

Abbildungen
Siehe Rest der Vorlesung, denn ,,Algebra“ bedeutet ,,Rechnen mit Abbildungen®.

Definition. Sei X eine Menge. Die Abbildung f : X — X, die gegeben ist durch f(z) := =
fur jedes Element 2 € X, heifdt ,,Identitat auf X* und wird bezeichnet mit id x .

Es gilt Gia, = {(z,z)|z € X} = R_ (siehe Seite 10) ist die ,,Diagonale” in X x X.

Satz. Seien X, Y und Z Mengen und f : X — Y eine Abbildung und ¢ : Y — Z eine
Abbildung. Dann gilt: go f : X — Z mit (go f)(z) := g(f(x)) ist eine Abbildung.

Beweis. Die Relation R C X x Z, die g o f als Abbildung nachweist, ist R := {(z,z) €
X x Z|esgibteiny € Y mit der Eigenschaft, daB (z,y) € Gyund (y,z) € Gy} mitz € X
und z € Z. O

Definition. ,,g o f* heiflt ,,Komposition von g nach f*, ,,Hintereinanderausfiihrung von ¢
nach f* oder ,,Verkettung von g nach f* und wird gelesen als ,,g nach f*.

Definition. Eine Abbildung f : X — Y heilit

a) ,.injektivY’, falls fiir jedes Argument € X und fiir jedes Argument Z € X gilt: Wenn
f(x) = f(z), dann x = &;

b) ,.surjektiv=1® falls es fiir jeden Wert y € Y ein Argument = € X gibt mit der Eigenschaft
y = [f(@);

Yengl. one-to-one
Bengl. onto

12



1.3 Abbildungen

¢) ,.bijektivt® falls f injektiv und surjektiv ist.
In Worten:

e . f ist injektiv" bedeutet, daB es fur jeden Wert y € Y hochstens ein Argument x € X
gibt mity = f(x).

e . f ist surjektiv bedeutet, da es fiir jeden Wert y € Y mindestens ein Argument x € X
gibt mity = f(x).

e . f ist bijektiv bedeutet, dal? es fur jeden Wert y € Y genau ein Argument = € X gibt
mity = f(z).

Beispiel.

a) f:R — R gegeben durch f(z) := 22 ist weder injektiv (denn (—2)% = 4 = (+2)?) noch
surjektiv (denn —2 ist kein reelles Quadrat).

b) f:R — [0;00) gegeben durch f(x) := z? ist nicht injektiv aber surjektiv.
¢) f:[0;00) — R gegeben durch f(x) := 22 ist injektiv aber nicht surjektiv.
d) f:[0;00) — [0;00) gegeben durch f(z) := 22 ist bijektiv.

Satz. Sei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Dann gilt: Es gibt genau eine Abbildung
g Y — X mit der Eigenschaft, dal go f =idx und f o g = idy.

Beweis.

I. (Eindeutigkeit). Sei g : Y — X eine Abbildung mitgo f =idx undseig:Y — X eine
Abbildung mit g o f = id x. Offensichtlich haben ¢ und g denselben Definitionsbereich Y
und denselben Wertebereich X. Seiy € Y. Da f surjektiv ist, gibt es ein Argument z € X
mit y = f(z). Daraus folgt: g(y) = g(f(x)) = (90 f)(x) = ide(z) = (go f)(z) =
§(f(x)) = g(y). Somit sind g und g abbildungsgleich.

Il. (Existenz). Wegen der Bijektivitat von f gibt es zu jedem Wert y € Y genau ein Argument
x € X,s0dal y = f(x) gilt; also setzen wir g(y) := x. Die so definierte Abildung
g:Y — Xerflllt go f =idx und f o g = idy.

O

Definition. Die Abbildung g aus dem Satz heift ,,die inverse Abbildung von f*, ,,die Inverse
von f*, ,,die Umkehrabbildung von f* und wird bezeichnet mit 1.

Also nochmal: f~'o f =idund fo f~! =id.

Bengl. one-to-one and onto

13
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1 Mengen und Relationen

1.4 Machtigkeit?® von Mengen

Definition.

a) Zwei Mengen X und Y heilen ,,gleichméchtig* und man schreibt ,,|X|=|Y|“ oder , X =
£y, falls eine Abbildung f : X — Y existiert, so daB f bijektiv ist.

b) Eine Menge X heif3t ,unendlich“?L, falls es eine echte Teilmenge Y C X und Y # X gibt,
so daB X und Y gleichméchtig sind.??

¢) Eine Menge X heiRt ,,endlich“%3, falls X nicht unendlich ist.
d) Eine Menge X heift ,,abzahlbar“?*, falls Ny und X gleichméchtig sind.
Bemerkung.

i) Man kann zeigen, dall X endlich ist, genau dann, wenn es eine natirliche Zahl n € N gibt,
sodaB {0,1,...,n} und X gleichméchtig sind.

if) Eigentlich wird die Menge der natiirlichen Zahlen N erst zu konstruieren sein (mittels der
Idee der Gleichmachtigkeit).

Beispiel.

a) Z ist abzéhlbar, denn Ny und Z sind gleichméchtig, denn f : Ng — Z mit f(n) := § fur
n € {0,2,4,...} (,gerade”) und f(n) := —2E firn € {1,3,5,...} (,ungerade®) ist
bijektiv.

Anhang: Aussagenlogik

Eine ,,Aussage” ist ein sprachliches Gebilde, das grammatisch korrekt ist und das inhaltlich stets
entweder ,,wahr“% oder ,,falsch“?® ist. Zu jeder Aussage gehort also ein eindeutiger Wahrheits-
wert. Mehrere Aussagen kénnen zu einer neuen Aussage verknlpft werden, deren Wahrheits-
wert sich aus den Wahrheitswerten der gegebenen Aussage berechnet. Im folgenden seien zwei
Aussagen A und B gegeben.

(N) Die ,,Negation®, ,,—A", ,,non A* hat die folgenden Wahrheitswerte:

Al -A
w f
fl| w

2auch Kardinalitat, engl. cardinality

ZLengl. infinite

22Djese Definition geht zuriick auf Richard Dedekind (1831—1916).
Bengl. finite

Z*engl. countable

Bengl. true

%engl. false

14



1.4 Méchtigkeit von Mengen

(K) Die,,Konjunktion*, ,,A A B*,,,A und B* erflillt;

B
A w|f
w w | f
f f|f
(D) Die ,,Disjunktion, ,A v B*?’,, A oder B* erfiillt:
B w| f
A
w W | w
f w | f
() Die,,Implikation“, ,A = B*, ,,aus A folgt B* erfullt:
B w | f
A
w w | f
f W | w
Sprachregelung: A heif3t ,,Pramisse”, ,,Voraussetzung“. B heifit ,,Conclusio®, ,,Behaup-
tung*“.
(A) Die ,,Aquivalenz®, ,,A < B“, , A genau dann, wenn B* erfillt:
B w| f
A
w w| f
f flw

A ist wahrheitsgleich zu B.

Satz (Verknipfung von Aussagen, ,,Aussagen-Satz, A-Satz*). Es seien A, B Aussagen. Dann

gilt:
) (-4) & A
i) “(AvVB) < (=A)A(-B)
iii) “(AAB) < (2A)V(-B)
iv) -(A=B) < AA(-B)
(A B) & (HA)<B
vij A= B & (=B)= (—A) ,Kontraposition*, ,,indirekter Beweis*

vi) A= B <

vii) A B <

(A= B) A

-(A A =B) ,,Beweis durch Widerspruch*

(B=A)

ZTaus lat. vel < Vv

t ¢
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1 Mengen und Relationen

Beweis.

i) A \ -A \ —(—A)
w| f w
flw f

i) (A,B) | AANB|-~(AAB) | (—A,—-B) | (A)V (=B)
(w, w) w f (F, f
(w, f) f w (f, w) w
(fw) f w (w, f) w
(f.f) f v (w, w) v

li. S. re. S.
iii) analog
Die Beweise iv)-viii) werden als Ubungsaufgaben gestellt. O

Bemerkung. a) Statt,,A = B* schreiben wir oft
Voraussetzung. A

Behauptung. B

b) Negation und Konjunktion wiirden reichen, um Disjunktion, Implikation, und Aquivalenz
auszudriicken, denn aus iii): AVB < —((—A)A(=B));ausvii): A = B < —(AA(=B));
ausviii) A B & (A B)AN(B< A).

c¢) Schreibweisen:

e Statt (A = B) bevorzugt A % B
e Statt (A < B) bevorzugt A <4 B

Sei X eine Menge. Eine ,,Eigenschaft auf X*“, ,,einstellige Aussageform fir die Menge X *
E(-) ist ein sprachliches Gebilde, sodal durch Einsetzen eines beliebigen Elements x € X in
die ,,Leerstelle” eine Aussage E(x) entsteht.

Beispiel.

a) ,- ist eine gerade Zahl* ist eine einstellige Aussageform fir Z. Denn durch Einsetzen einer
ganzen Zahl z € Z wird ,,z ist eine gerade Zahl*“ zu einer Aussage.

b) ,,- hat SpaR an der Linearen Algebra“ ist eine Eigenschaft auf der Menge der Horer im Saal.

Zu diesen elementorientierten Aussagen kommen zwei neue mengenorientierte Aussagen hin-
zZu:

(G) Die ,,Generalisierung* ,fur jedes Element x € X gilt E(x)" hat den Wahrheitswert w,
falls bei Einsetzen eines beliebigen Elements = € X die Aussage E'(x) wahr ist, und sie
hat den Wahrheitswert f, falls es ein Element x € X gibt, fur das die Aussage E(x) falsch
ist.

16



(P)

1.4 Méchtigkeit von Mengen

Gleichwertig: Fir alle z € X gilt E(x).
Firallex € X : E(x).
Ve e X : E(z)

Man nennt V den ,,Allquantor*.

Die ,,Partikularisierung* ,es existiert ein Element z € X, fur das E(z) gilt“ hat den
Wahrheitswert w, falls es ein Element x € X gibt, fir das die Aussage E(x) wahr ist,
und sie hat den Wahrheitswert f, falls bei Einsetzen eines beliebigen Elements x € X die
Aussage E(z) falsch ist.

Gleichwertig: Es gibt x € X mit E(z).
Es existiert x € X : E(z).
Jr e X : E(x)

Man nennt 3 den ,,Existenzquantor*.

Satz. Es sei X eine Menge und E(-) eine einstellige Aussageform auf X. Dann gilt:

~(Vz € X : E(z)) &3z € X : ~E(x)

Beweis.

I Hinrichtung =: aus Festlegung der Wahrheitswerte in (G)

Il Rickschritt <=: durch Kontraposition:

Vo € X : E(z) = —~(3x € X : —E(x)) aus Festlegung der Wahrheitswerte in (P)

Bemerkung.

a)

b)

d)

Die Aussage Vo € X : E(x)“ ist dieselbe wie ,vs € X : E(s)“. Und die Aussage
»Jxr € X : E(z)" ist dieselbe wie ,,3t € X : E(t)".

Die Buchstaben z, s, ¢ in diesen Aussagen sind ,,gebundene Variable®, d. h. sie tragen aus
sich selbst heraus keine Bedeutung, sondern erhalten ihre Bedeutung nur durch die Bindung
an den Allquantor oder den Existenzquantor.

Die Aussage ,,Vx € () : E(x)“ ist immer wahr, denn die Verneinung ,,23z € () : —E(x)“ ist
falsch. Aus A-Satz i) ergibt sich, daB ,,vx € () : E(z)“ wahr ist.

Die Aussage ,,3z € () : E(x)“ ist immer falsch.

Aus einer einstelligen Aussageform E(-) fir X und einer Aussage B kdnnen wir neue ein-
stellige Aussageformen konstruieren:

E()AB E()= B
E()VB B= E()

17



1 Mengen und Relationen

Satz (Satz Uber Verknipfung von einstelligen Aussageformen, ,,Eigenschaften-Satz, E-
Satz*“). Es sei X eine Menge, E(-) ein einstellige Aussageform fir X und B eine Aussage.
Dann gilt:

) (Vee X:E@)ANB & VzeX:(E(x)AB)
i) (VteX:E(x))vVB & VxeX:(E(x)VB)
i) (3zeX:E@)ANB & 3dzeX:(E(x)AB)
V) (3zeX:E(x)VB <« 3JreX:(E(x)VB)
V) (Ve€ X:E(z))=B <& 3JzeX:(E(x)= B)
Vi) Bz e X:E(x)) =B & VexeX:(E(x)= B)

Vi) B= (Vz € X : E(z)) & 3JozeX:(B= E(x))
vii) B= (z € X: E(z)) & VzeX:(B= E(z))

Beweis.
i) durch Hinsehen
if) durch Hinsehen
iii) durch Negation von ii)

iv) durch Negation von i)

V)
(vo € X : B(z)) = B & ~([¥z € X : E(@)] A ~B)

& (~[vee X E@)]) VB
& (Jze X :-E(x)) VB
SdreX: <[—\E(a:)] \/B)
& 3Jre X : (E(z) = B)

vi) analog

vii)

B= (VreX:E()) @ﬂ<B/\ﬁ[V$€X5E($)])
& (@B)V - |Vz € X : E(z)]
& (wB)VvVz € X : E(x)
& VreX:[-BVE(@)]
& Ve X:B= E(x)

18



1.4 Méchtigkeit von Mengen

viii) analog
]
Seien X und Y Mengen. Eine ,,zweistellige Aussageform E(-,-) fur das kartesische Pro- 6.11.2003
dukt X x Y* ist ein sprachliches Gebilde so, dafl durch Einsetzen eines Elements z € X in
die erste Leerstelle eine einstellige Aussageform E(z,-) fur Y entsteht und daf durch Einset-
zen eines Elements y € Y in die zweite Leerstelle eine einstellige Aussageform E(-,y) fir X
entsteht.
Es gilt:
Yo € X[Vy eyY: E(m,y)]
SVy € Y[Vm eX: E(m,y)]
oV(z,y) € X XY : E(z,y)
In Worten: Zwei Allquantoren sind vertauschbar (,,kommutierbar®).
Jre X[IyeY :E(zy))
eIy eY|[Fee X E(z,y))
<3I(x,y) € X XY : E(z,y)
In Worten: Zwei Existenzquantoren sind vertauschbar.
Aber Existenzquantor und Allquantor sind i. a. nicht vertauschbar:
Yz € X[Ely eY: E(m,y)] & Jy € Y[Vm eX: E(m,y)]

Beispiel. Fir R x R:

(Vo # 03y # 0 : xy = 1) ist wahr.

(Jy # OVx # 0 : zy = 1) ist falsch.

Anwendungen zur Konstruktion von Teilmengen:

a) {x € X|E(x)} ist die Teilmenge derjenigen Elemente x € X, fir die E(z) wahr ist.

b) {(x,y) € X xY|E(z,y)} ist die Relation derjenigen Paare (z,y) € X x Y, fur die E(x, y)
wahr ist.

c) Fir alle Teilmengen X, Y einer (Ober-)Menge Z gilt:
XNY ={z€Z|ze XNze€Y}
t |

und
XUY ={z€”Z]ze XVvzeY}
t |

und
X\Y={ze€Zlze XN-z€Y}
——
z¢Y

19



1 Mengen und Relationen

d) Die Aussage ,,Es existiert genau ein Element z € X mit E(x)* wird aussagelogisch zu
JreX :E@)A(VyeX:Ely) =z=y)
und abgekirzt durch 3z € X : E(x).

e) Furalle Graphen G C X x Y qilt:

G ist Abbildungsgraph < Vze X3dlyeVY : (z,y) €G
fy VRC X x X:

R ist Aquivalenzrelation < Vz € X : (z,2) € R (,,Reflexivitat”)
und
Ve e XVy e X : (z,y) € R= (y,z) € R (,Symmetrie®)
und
Vee XVye XVze X : (x,y) € RA(y,2) € R= (x,z2) € R(,Transitivitat”)

Bemerkung.

a) Vx € XVy € XVz € X wird oft verkiirzt zu Vz,y, z € X.

b) Diese Formelsprache ist international, die umganssprachlichen Definitionen waren in deut-
scher Sprache angegeben.

c) Stilregel: Formulieren Sie eine Aussage entweder in der Umgangssprache oder in Formel-
sprache, aber nicht in einer Mischung aus beiden.
Mathematische Konvention (Fortsetzung)

Art. 8: Fir jede Menge X gibt es eine Menge (X)), deren Elemente die Teilmengen von
X sind; sie heifit ,,Potenzsystem von X*, ,,Potenzmenge von X*“. Kurzform: Y €
PX) =Y CX

Beispiel.
a) Sei X = {1,2}. Dannist B(X) = {0, {1}, {2}, X }.

b) Sei X = n (das soll heifen: X und {1,2,...,n} sind gleichméchtig). Dann gilt: #3(X) =
2" (ohne Beweis). Kurz oft: #J3(X) = 2%X. In Worten: Potenzsysteme sind viel méachtiger
als die Ausgangsmengen.

Definition. Sei I eine Menge (genannt ,,Indexmenge*) und sei X eine Menge. Es heiflt (Y;);cr
,».eine Familie von Teilmengen von X*“, falls gilt: Vi € I : Y; C X.

Bemerkung. Dies ist ganz einfach eine durch Auflistung gegebene Abbildung von I in (X)),
namlich mit Abbildungsgraph {(i,Y;) € I x B(X)|i € I}.
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1.4 Méchtigkeit von Mengen

Definition. Sei (Y;);c; eine Familie von Teilmengen einer Menge X . Setze:
Yi={zreXViel:zecY}
icl
UYi={zeXEFiel:zecY}
el

Im Extremfall haben wir auch I = () zugelassen:

Yi={zeX|Vicp:zcY} =X
N———

i€l richtig

UYi={reX|Tich:zcy}=0
—_—————

i€ falsch

Blick auf schrumpfende I O J:

(Yi={reXNiel:zcY)C{reXVieJ:zeY}=(Y;

el ieJ
UYi={zeXPFicl:ze}2{zecXPicJ:zecy} =]V
el ieJ

Definition. Sei f : X — Y eine Abbildung. Dann heifit f : P(X) — P(Y) mit f(A4) =
{f(x) € Y|z € A} € B(Y) fur A € P(X) die ,,Bildmengen-Abbildung* zur gegebenen
Abbildung f und f=1 : B(Y) — PB(X) mit f~YB) := {x € X|f(z) € B} € P(X) fiir
B € B(Y) die ,,Urbildmengen-Abbildung* zur gegebenen Abbildung f.

Warnung.
a) Das Symbol f wird doppeldeutig verwendet.

b) Die Urbildungen-Abbildung macht immer Sinn, die inverse Abbildung f~! macht nur Sinn,
wenn f bijektiv ist.
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21102008 2 KOrper

2.1 Korperaxiome (= definierende Eigenschaften von

Korpern)

Definition. Ein,,Korper*! (K, +,-) ist ein Tripel mit den folgenden Eigenschaften:

(Mengen)

(0)

K ist eine Menge (,,Zahlen“, ,,Skalare®).
+ : K x K — K ist eine Abbildung (,,Addition®).

-+ K x K — K isteine Abbildung (,,Multiplikation®).

(Addition)

(AA) Vr,y,ze K:(z+y) +z=z+(y+2) »Assoziativitat der Addition”

(NA) 3J0e KVr e K : 042 =z ,Existenz und Eindeutigkeit des neutralen Elements der
Addition*

(IA) Ve K-z e K:x+—x=0 ,Existenz und Eindeutigkeit inverser Elemente der
Addition*

(KA) Ve,ye K:z+y=y+=x »~Kommutativitat der Addition“

(Multiplikation)

(AM) Va,y,ze K:(z-y)-z=z-(y-2) ,Assoziativitat der Multiplikation*
(NM) 31 e K\ {0}Vz € K :1-2 =z ,Existenz und Eindeutigkeit des neutralen Elements
der Multiplikation*
(IM) Vze K\{0}3'z~!'e K:x- -2~ = 1,Existenz und Eindeutigkeit inverser Elemente
der Multiplikation*
(KM) Ve,yeK:z-y=y-x »~Kommutativitat der Multiplikation“
Yengl. field
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2.1 Koérperaxiome

(Addition und Multiplikation)

(DAM) Vz,y,z€e K1z (y+z2)=z-y+x-2 »Distributivitat der Addition und
Multiplikation*

Stilregel:

a) Das Additionszeichen + nennt man einen ,,Operator* und sollte grof3 und sichtbar geschrie-
ben werden. Also x + y, nicht z+y.

b) Das Operatorzeichen - wird meist ganz weggelassen. Also zy, nicht x - y.

¢) Zur Klammerersparnis gilt die Regel ,,Punktrechnung vor Strichrechnung®, d. h. Multiplika-
tion vor Addition. Also zy + zz statt (zy) + (zz).

Satz (Uber die Null). Sei (K, +,-) ein Korper. Dann gilt:

(i) Ve K:0x=0

(i) Ve,ye K:x 20Ny #0= 2y #0 »Nullteilerfreiheit*
Beweis.

(i) Seiz € K. Dann gilt:

0x4+0z = (0+0)z =0z =0+ 0x
NA NA

DAM

Addition von —Oa:IA ergibt auf der linken Seite:

Oz +0x+ -0z = 0x+0=0+0x =0x
KA NA

AA, 1A

und auf der rechten Seite:

0+0x+ -0z = 040=0
AA, IA NA

Also folgt 0z = 0.
(if) Seien z,y € K. Wir zeigen (indirekt) xty =0 = 2 =0V y = 0. Sei also xy = 0. Im Fall
x = 0 ist die rechte Seite wahr. Im Fall  # 0 benutzen wir z=! und erhalten:
IM

y=1-y=(zz )y =x(zy) =a(yr) = (zy)z~" =0z 0

KM AM i)

also ist auch hier die rechte Seite wahr.

Beispiel.

a) (R,+,-) ist ein Korper und heil’t ,,Korper der reellen Zahlen®. Siehe Analysis-I-Vorlesung.
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13.11.2003

2 Korper

b) Der Kérper (Q, +,-).

1. Weg:

2. Weg:

Sackgasse
Q:= {g\pGZ/\qEN} mit

Py2.-PTMcq
g 49 qq
PP g

q q qq

Dabei sei gegeben: Z mit Rechenregeln. Also Knackpunkt: Was ist der Bruchstrich?
Koénigsweg zum Erfolg!
Gegeben und bekannt sei Z mit ihren Rechenregeln und N C Z.

Auf der Menge Z x N definieren wir die Relation R durch die Forderung, daf (p, q)
und (5, §) in Relation stehen, falls gilt:?

ImeN: [(p=mpAq=mq)V (p=mpA{=mq)]

R ist eine Aquivalenzrelation (Ubungsaufgabe).
Sei @ die Menge der Aquivalenzklassen, d.h. Q := {A(p, q)|(p, q) € Z x N}. Auf
dem Aquivalenzklassensystem () definieren wie die Addition durch:

A(p,q) + A(r, s) == (ps +qr, qs)
und die Multiplikation durch

A(p7 Q) : A(T’ S) = A(p?“, qS)

Diese Abbildungen sind wohldefiniert (Ubungsaufgabe). (@, +,-) ist ein Korper

(Ubungsaufgabe).

Bemerkung.

a) @ enthalt die ganzen Zahlen Z durch Abbildung von p auf A(p, 1), inshesondere
von 0 € Z auf A(0,1) und von 1 € Z auf A(1,1).

b) @ ist enthalten in R durch Abbildung von A(p, ¢) auf g. Der Bruchstrich ist hier
die Division in R.

Nachtrag: ,,Zu einer Gleichung etwas addieren* oder
,»Gleichheit und Aussageformen®

Sei X eine Menge und E(-) eine Aussageform fiir X.
Wir benutzen das ,,LEIBNIz-Ersetzungsaxiom*:

Ve,ye X io=y= [E(x)@E(y)}

In Worten: Der Wahrheitswert der Aussage E(x) bleibt unverdndert, wenn Gleiches durch Glei-
ches ersetzt wird.

?Im 4. Ubungsblatt wurde diese Definition korrigiert zu ((p, q), (r,s)) € R & ps = qr.
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2.2 Spezielle Kérper

Beispiel. Sei (K, +,-) ein Korper und z, z € K.

Betrachte die Aussageform E(-) gegeben durch x + z = - + z. Dann ist E(z) wahr (wegen
Reflexivitat). Sei nun y € K mit z = y. Wegen des LEIBNIZ-Ersetzungsaxioms ist E(y) auch
wahr,d.h.esgiltx + 2z =y + z.

Salopper Jargon: Wir haben zur Gleichung = = y auf beiden Seiten z hinzuaddiert.

2.2 Spezielle Kérper

2.2.1 Der Korper der komplexen Zahlen C
Gegeben und bekannt sei der Korper der reellen Zahlen (R, +, -).

e Definition der Grundmenge:

C:=RxR={(a,b)Ja e RAbeR}

e Definition der Addition. (,,Komponentenweise*):
(a,b)®(a,b) == (a+a,b+b) € C

A
komplexe Addition, neu \
reelle Addition, bekannt

Zur Unterscheidung jetzt &, spater nur +.

e Definition der Multiplikation. (,,Kreuzweise*):

(a,b) ® (@, b) := (a@ — bb,ab + ab) € C

Das neutrale Element der (komplexen) Addition ist (0, 0). Wenn es ein neutrales Element der
Multiplikation gibt, dann soll es heiBen e:=(x, y) und es muR erfillen:

(1?0) li/l e® (170):(‘T7y) © (170) D:ef. (‘T 1= Yy va O+y : 1) ? (‘T’y)
Das heiflt e = (1, 0). In der Tat gilt:
V(a,b) € C:(1,0) ® (a,b) = (1-a—0-6,1-b4+0-a) = (a,b)

Allgemein unterscheiden wir im Paar (a,b) zwischen den Komponenten « (erste Kompo-
nente) und b (zweite Komponente). Speziell fiir die Félle mit & = 0 benutzen wir kiirzer, daR
(r,0) identifiziert wird mit . Damit wird jede reelle Zahl » € R auch zu einer komplexen Zahl
(r,0) € C (,Einbettung®).

Es gilt:

r® (a,b) = (r,0) ® (a,b) = (ra—0-b,rb+0-a) = (ra,rdb)

Ident. Def.
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2 Korper

Also z. B.

VaeR: a®(1,0) = (a,0)
WheR: b (0,1) = (0,b)
V(a,b) eC: a® (1L,0)®bo (0,1) = (a,0) ® (0,d) = (a,b)

Definition (Leonhard EULER, 1707-1783). Die komplexe Zahl (0, 1) heift ,,imaginare Ein-
heit* und wird mit i bezeichnet.

Sie erfullt i = (0,1) ® (0,1) = (0 —1,0) = (-1,0) = —1.

Die Additiontisef(:hreibt sich nun: i
(a,b) ®© (a,b) = (a+a,b+b)
I B I B
(a@bi)@(&@bi) = (a+&)€9(b+b)i

und lehnt sich optisch an die reelle Addition an.
Die Multiplikation schreibt sich nun:
(a,b) ® (a,b) = (a@— bb,ab + ab)
I Il
(a®bi)© (@®bi) = (aa— bb)® (ab+ ab)i
und lehnt sich optisch an die reelle Rechnung an.
Salopp: Rechne ,reell*, aber bedenke i = —1.

Definition. Fur eine gegebene komplexe Zahl (a,b) = a + bi € C heift ,,a* ihr ,,Realteil* und
L0 ihr  Imaginarteil™.
Insgesamt:

e Das neutrale Element der Addition ist (0,0) = 0.

Das zu (a, b) inverse Element der Addition ist —(a,b) = (—a, —b).

Die Addition ist assoziativ und kommutativ.

Das neutrale Element der Multiplikation ist (1,0) = 1.

e Das zu (a,b) inverse Element der Multiplikation ist (a,b) ™" = (%, zz3z), denn

(Bav b)h? (%b)il = (a' a2_a|_b2 —b- azq_bbma' aszz +b- a2ib2) = (1,0).
eacnte:

(a,b) # 0 < =[(a,b) = (0,0)]
< ala=0Ab=0]
Sa#0Vb#0
sad+bv* >0
e Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ.

¢ Die Distributivitat von Addition und Multiplikation gilt.
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2.2 Spezielle Kérper

2.2.2 Der Quaternionenschiefkdrper

Auch fur 4-Tupel (a,b,c,d) € R x R x R x R kann man eine Addition (und Subtraktion) und
Multiplikation (und Division) definieren. Allerdings ist die Multiplikation nicht kommutativ, so
dal3 nicht die volle Koérperstruktur erreicht wird, sondern ,,nur* die Struktur eines ,,Schiefkor-
pers*“ H (nach W.R. HAMILTON, 1805-1895).

Und fur 8-Tupel (a,b,c,d,e, f,g,h) € R x --- x R gibt es dhnliches (Oktaven O nach A.
CAYLEY, 1821-1895). Dann ist Schlufl mit der Multipliaktion und ihren Eigenschaften.

Siehe H.-D. EBBINGHAUS u. a.: ,,Zahlen®, 3. Aufl.

Kap.7: H
Kap.9: O
Kap. 11: Multiplikation und Division nur méglich fur 2-, 4- und 8-Tupel

Kap. 14: Von Mengen zu Zahlen

2.2.3 Endliche Ko6rper

Es gibt auch endliche Korper, z. B.:
FQ = {0, 1}
mit Additions-Tafel

+]10 1

0|0 1
111 0
und Multiplikations-Tafel
0 1
00 O
1(0 1
ist ein Korper.

Satz. Sein € N. Dann gilt:
VaeZ3lqeZ3lr € {0,...,n—1} ra=qn+r

(ohne Beweis).
In Worten: Jede ganze Zahl a ist ganzzahliges Vielfaches von n plus einem Restin {0, ..., n—1}.

Beispiel. firn = 3:

a=13=4-3+1 ~ gq=4,r=1
a=-13=(-5)-34+2 ~ g=-51r=2

Definition. @ mod n (lies ,,a modulo »n*) steht fiir den Rest ~ nach Division durch n im Sinne
des vorstehenden Satzes.
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2 Korper

Beispiel.

13 mod3=1
(—13) mod 3 =2

Definition. Zwei ganze Zahlen a,b € Z heil3en ,,restkongruent bzgl. n*, ,,restgleich bzgl. n*
oder ,,kongruent modulo n“, falls (¢ mod n) = (b mod n). In diesem Fall schreiben wir
a = b (mod n).

Bemerkung.

a) Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation auf Z; die zugehorigen Aquivalenzklassen sind
die n ,Restklassen” A(r) := {a € Z|(a mod n) = r} fir ,Reste“ r € {0,...,n — 1} =:
L

b) Mit den Resten laRt sich rechnen.

Vr,s €Ly r®s:=(r+s) modn

r®s:=(rs) modn

Beispiel. Z3 = {0,1, 2} hat die Additions-Tafel

@0 1 2
0/0 1 2
111 2 0
212 0 1
und die Multiplikations-Tafel
®]0 1 2
010 0
110 1 2
210 2 1
z.B.
—1=2 271 =2
—2=1

Satz (Fastkorpersatz). Sei n € N. Dann erfillt (Z,,,®, ®) auer IM alle tbrigen Korperei-
genschaften: (0), AA, NA, 1A, KA, AM, NM, KM, DAM.3

Beweis. (angedeutet)
0) Zy, ist Menge und &, ® sind Abbildungen von Z,, x Z,, nach Z,.

(AA) Die Addition @ ist assoziativ.

3Zu den Kdrzeln siehe Seite 22.
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(NA)

(1A)

(KA)

2.2 Spezielle Kérper

Vermutung: Das neutrale Element ist 0, denn Vr € Zy, : r®0 = [(r+0) mod n| = (r
mod n) =r.

Das zu r inverse Element der ®-Addition istn — r,dennr & (n —r) = [(r+ n—r)
mod n] = 0.

Die Addition & ist kommutativ.

(AM) Die Multiplikation © ist assoziativ.

(NM)  Vermutung: Das neutrale Element ist 1, denn V7 € Z,, : 1©r = [(1-7) mod n| = (r

mod n) =r.

(KM) Die Multiplikation ® ist kommutativ.

(DAM) Das Distributivgesetz gilt.

Satz (Nichtexistenz-Satz). Sei a,b € {2,3,...}. Dannist (Zq, ®, ®) kein Kdrper.

Beweis. Esista,b € Zg \ {0} und a ® b = [(ab) mod ab] = 0. Also hat 0 die Teiler @ und b,
was in Korpern unmérlich ist (wegen Satz Uber die Null auf Seite 23). O

Satz (Existenz-Satz). Seip € N prim. Dann ist (Z,, ®, ®) ein Kérper. Name: der Restklassen-
korper zur Primzahl p.

Beweis. Noch zu zeigen ist IM. Sei dazu a € Z, und a # 0.

\on den Produkten 0 ® a,1 ® a,2 ® a,...,(p — 1) ® a sind keine zwei gleich, denn:

Indirekt nehmen wir an, dal3 gilt: h ® a = k ® a mit h # k. Dann haben wir ha = gp +r
und ka = gp+r. Daraus folgt (h—k)a = (¢— ¢)p, was durch p teilbar ist. Da p kein Teiler
von a ist, muB h—k von p geteilt werden. Aber h—k € {—(p—1),...,—1,0,1,...,p—1}
und dort wird nur 0 von p geteilt. Also gilt zwangsléufig h — k =0,d.h. h =k 4.

. Zp\{0} ={h®alh=1,...,p—1}, denn: ,,0* gilt per Definition von ®. Zudem hat die

linke Seite p — 1 Elemente und die rechte Seite auch (wegen I). Also missen die beiden
Mengen gleich sein.

Somitgilt: 3'h € {1,...,p—1} :h®a=1.Dasheilt h = a~'.

O

Bemerkung. Allgemein gilt: Es gibt einen Korper F, endlicher Méachtigkeit ¢ genau dann, wenn
Jp prim 3m € N : ¢ = p™. Speziell fiir m = 1 erhalten wir die Restklassenkorper (Z,, &, ®).
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2 Korper

2.3 Korperautomorphismen
Homomorphismus: strukturerhaltende Abbildung von einer Struktur auf eine Struktur
Isomorphismus: bijektiver Homomorphismus
Automorphismus: Isomorphismus von einer Struktur auf sich selbst
Seien (K, +,-) und (L, +, -) Korper.

Definition. f : K — L heil’t ein ,,(Kdrper-)Homomorphismus®, falls gilt:

Ve,ye K f(x+y) = f(z)+ f(y)
und

f@-y) =fz)- f(y)

In Worten: Das Bild einer Summe ist gleich der Summe der Bilder und das Bild eines Produkts
ist gleich dem Produkt der Bilder.

Satz. Seien K, L Kérper und f : K — L ein Homomorphismus. Dann gilt:
() f(0)=0undVz € K : f(—z) = —f(x)
(i) f)#£0 <  f1({0})={0} <« finjektiv
(iiy F(1)#£0 & f1)=1undvze K{0}: f(z7!) = (f(x)) "
Beweis.
(i) (D) Einerseits gilt

f0)=f(0+0) = f(0)+f(0)

Homom.

Andererseits haben wir

Zusammen ergibt das
£(0) = (f(0) + £(0)) + —f(0) = f(0) + —f(0) =0
(I Firz € K setze z := f(—x). Aus

f@)+z=fx)+ f(-2) = flx+-—2)=[(0)=0

Homom. (0]
folgt z = — f(x).

(if) Wir beweisen A < B < C durch den ,,Ringschluf“ A = Bund B = C und C = A.
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2.3 Korperautomorphismen

(I) Zu zeigen ist A = B. Es gelte f(1) # 0. Wegen (i) ist nur noch zu zeigen, daR
Ve e K: f(x) =0 =« = 0. Dies ergibt sich indirekt: Wenn = # 0, dann
folgt 0 # f(1) = f(za™') = f(z)f(z~'). Aus dem Satz iiber die Null auf

Homom.
Seite 23 folgt f(z) # 0.

() Esgelte Ve € K : f(x) =0 =« = 0. Zu zeigen ist die Injektivitat von f.
Seien z,y € K mit f(x) = f(y) gegeben. Dann gilt:

fla—y) = fl@)+ f(-y)=fl@)+—fly)=fly)+—-f(y) =0

Homom. 6

Die Voraussetzung erzwingt x + —y = 0, d.h. x = y.
(1) Zu zeigen ist finjektiv. = f(1) # 0. Das folgt indirekt: f(1) = 0 1:¢>0
—( f injektiv)

(iii) Zur Hinrichtung gelte f(1) # 0. Einerseits haben wir
f) =f-1)=r1)- (),

andererseits

Zusammen ergibt das

Und fiir z € K \ {0} setze z := f(z71). Aus

f@)-z=f@)-F@) = flo-at)=F1)=1

Homom.

1

folgt z = (f(z)) "~
Der Ruckschritt ist trivial wegen 1 = f(1) # 0.

Satz (Uber die Starrheit von Q). Vf : Q — Q : f Automorphismus < f =1idg

Beweis.
Q)

VneN: f(n)=f(n—-1+1) = f(n—=1)+ f(1)
=fln-1)+1 = (n—=1)+1=n

vollst. Ind.

(I) Ebenso f(—n) = —n.
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2 Korper

(1) Fir g = £ € Q folgt daraus

Satz (Uber die Starrheitvon R). Vf : R — R : f Automorphismus < f =idg

Beweis.

(I) Wie vorher folgt f(n) = n, f(z) = zund f(q) = ¢, sodaR sicherlich alle rationalen
Zahlen Fixpunkte sind.

(1) f muB ,,isoton“ sein, d. h. es gilt:
Va,beR:a<b = f(a) < f(b),
denn: Sei ¢ :=b— a > 0. Setze r := y/c > 0. Dann

J®)—=fla) = flb—a)=f(r?) = (f(r)*>0

Homom. Homom.

(11) Intervallschachtelung.

Definition. Fir z = a + bi € C heilt Z7 := a — bi ,,die zu z konjugiert-komplexe Zahl*.

Satz (Uber die Konjugation als nichttrivialer Automorphismus von C). Die Abbildung ~ :
C — C, z — Z ist ein Automorphismus.

Beweis.

(1) Sei (a,b), (a, B) e C. Es gilt:

Ebenso flr die Multiplikation.
(1 (1,0) = (1,0)

~» Konjugation ist injektiv.
Konjugation ist surjektiv.
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3 Vektorraume (= lineare Raume)

Problem bei Kdrpern: Addition und Multiplikation als Abbildungen K x K — K sind nicht des

Ratsels Losung. Stattdessen K x V' — V.

3.1 Definition

Definition. Ein K-Vektorraum® (V, +,-) besteht aus einem Korper (K, -+, -) und dem angege-

benen Tripel mit den folgenden Eigenschaften:

Grundeigenschaften
V ist eine Menge (,,Vektoren®).
+:V x V — V ist Abbildung (,,Vektoraddition®).
-V x V — Vist Abbildung (,,Skalarmultiplikation®).

Eigenschaften der Vektoraddition

(AV) Yu,v,w eV :(u+v)+w=u+ (v+w)
(NV) 0 eVVoeV:0+v=w

(v) weVid—veV:iv+—-v=0

(KV) Vu,veV:iut+v=v+u

Eigenschaften der Skalarmultiplikation

(S1) YweV:l-v=uv

(S2) Vk,he KVveV:(k+h)-v=Fk-v+h-v

(S3) Vk,he KVoeV:(k-h)-v=Fk-(h-v)

(S4) Vke KNu,veV :k-(u+v)=k-u+k-v

Satz (Eindeutigkeit). Sei (V,+, -) ein K-Vektorraum. Dann gilt:

N VueV:(MWeViutv=v) = u=0

Yengl. vector space, linear space
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3 Vektorrdume

(i) VveVWWweViv+tw=0 = w=-v
Beweis.
(i) Seiwu € V so,daB gilt: Vv € V : u + v = v. Dann folgt

u=04+u=u+0=0
(KV)

(NV) \or.

(if) Seien v,w € V mitv + w = 0. Dann folgt:

w=w+0=w+v+—-—v = v+w—v=0+—v
(v) (AV), (KV) \or,

25.11.2003 3.2 Vektorraum-Beispiele

3.2.1 Zeichenebene mit Koordinatenpunkten (z,y) als Vektoren

V =R?*={(z,y)|lr,y € R}

Der Vektor (z,y) wird als Pfeil (d. h. als gerichtete Strecke) vom gegebenen Ursprung (0, 0)
zu (x,y) dargestellt.

Die Vektoraddition ist die Verkettung von Pfeilen, d. h. die komponentenweise Addition der
Koordinaten: (3,1) + (1,1) = (4,2)

Die Skalarmultiplikation ist die Skalierung (Stauchung, Streckung) um einen Faktor k& € R,
d. h. die komponentenweise Skalierung der Koordinaten: 2 - (1,1) = (2, 2)

Dies ist ein R-Vektorraum.

3.2.2 Raum der n-Tupel Uber K

V=K"={(x1,...,2n)|71 € K, ...,x, € K} fir festes, beliebiges n € N mit Vektoradditi-
on

V(z1, . xn), (Y1, yn) € K™
(T1y-yn) + WY1y Yn) = (X1 + Y1, -, T+ Yn)

und Skalarmultiplikation
Vk € K¥(x1,...,2,) € Kt k(21,...,2,) = (kx1,..., kxy)

ist ein K'-Vektorraum.
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3.2 Vektorraum-Beispiele

Spezialfélle:

R2: Zeichenebene, (z,y)

R3: Die Welt, in der wir leben, (z,y, z)
R*: Raum-Zeit-Komtinuum, (z, v, 2, t)
R™: Listen von Zahlen, (z1,...,x,)

Der Gewinn der Linearen Algebra besteht darin, sich nicht von den (vielen) Komponenten
irritieren zu lassen, sondern das durch sie bestimmte Objekt zu betrachten. In diesem Sinn be-
vorzugen wir die Schreibweise = = (x1,...,z,) und z + y.

3.2.3 Raum der p x ¢-Matrizen

aip ... Qigq

as; ... Q@

— Xq — q
V = KP*9 = all,...,alq,...,apl,...,apqGK

Qp1 ... Qpq

p Zeilen, ¢ Spalten.
Mit Vektoraddition

aip ... Qg bi1 ... blq a1 +b11 ... a1q + blq
............. F o =
apl - Qpg bp1 bpg ap1 + bp1 Apg + bpg
und Skalarmultiplikation
aip ... Glq ka11 e k:alq
kEl.............]: = ...
apl ... Qpgq kay ... kapg
Oft abgekiirzt als
ail a1q
A= .. ........... = (aij)?zl’,,,7p

Damit A + B und kKA.
Dies ist ein K -Vektorraum.

Beispiel. Im Matrizenraum F2*4 gilt:
0111+1101_1010
1 011 1 110/ \0o1 01
3.2.4 Raum der Folgen

V = KN =:{(a1,as,...) € K} =: a (,Folge von Zahlen aus K *) mit Vektoraddition a +b :=
(a1 4 b1, a2 + b, ... ) und Skalarmultiplikation ka := (kay, kas, ... ) ist ein K-Vektorraum.
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3 Vektorrdume

3.2.5 Raum der finitdren Folgen

Definition. Eine Folge b = (b1, bo, . .

Beispiel. (1,2,3,0,0,...) hat! = 3.

(1,2,3,4,5,0,0,...) hat] = 5.

.)€ KN heiBt , finitar®, falls gilt 3] € Nvn > [ : b, = 0.

V := K§ s ISt €in K-Vektorraum mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation wie in 3.2.4.

3.2.6 Raum der R-wertigen Funktionen auf R

V =RE := {f : R — R|f Abbildung} mit Vektor-Addition (f + g)(z) := f(z) + g(z) und
Skalarmultiplikation (kf)(x) := k - f(x) ist ein R-Vektorraum.

3.2.7 Zusammenfassung

Name der Vektoren

Name des Vektorraums

Symbol

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.24
3.2.5
3.2.6

Punkte

n-Tupel, Zeilenlisten
Matrizen

K-wertige Folgen
finitare Folgen

reelle Abbildungen auf R

Bemerkung.

Zeichenebene

Raum der n-Tupel tber K
Raum der p x g-Matrizen

Raum der Folgen

Raum der finitaren Folgen
Raum der R-wertigen
Funktionen auf R

a) Das selbe Objekt kann verschiedene Strukturen erlauben:

e R2 als reelle Ebene ist ein \ektorraum.

e R? als Korper C ist ein Korper.

b) K istein Kdrper. K ist auch ein Vektorraum.

Satz. Jeder Kdrper K ist auch ein K-Vektorraum.

R2

K"

K PXa
KN
Kﬁnitar
RR

c) Interessanter ist, daR K2, K™ u.4. Vektorraume aber i. a. keine Korper sind.

3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann

und Basis

Gegeben sei ein Korper K und ein K-Vektorraum V.
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3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann und Basis

3.3.1 Lineare Kombinationen

Sei M C V eine beliebige Teilmenge in V. Ein Vektor u € V der Form u := kyvy + - - - + kpvup
heifl3t ,,eine lineare Kombination von Vektoren in M*, falls gilt:

neN und vy,...,v, €M
und k‘l,...,k‘nGK

Wegen (KV) spielt die Reihenfolge der Summanden keine Rolle, z.B. gilt v = kyv; +
knvn + kn_1vn_1 + .... Wegen (AV) darfen die Vektoren v, ..., v, als paarweise verschie-
den angenommen werden, denn wenn etwa v; = wv9 gilt, dann ergibt sich v = (ki + ko)v; +
ksvs+- - -+k,v,. Zur Erzeugung linearer Kombinationen bedarf es keiner (geordneten) n-Tupel
(v1,...,v,) € M™ sondern nur einer ungeordneten endlichen Teilmenge F' := {v1,...,v,} C
M.

Definition. F(M) := {F C M|F endlich} ist,,das System der endlichen Teilmengen von M*.
Zu jedem Vektor v € F gehdrt ein Skalar k(v), d. h. wir brauchen eine Abbildung & : F — K.

Definition. K := {k : F — K|k Abbildung} ist ,die Menge der Koeffizientenabbildungen
auf F*.

Fir FF = {1,...,n} erhalten wir

K{Len} {k . {17___,77,} — K’k Abbildung}
= {(k(1),....k(n)) | k(1) € K,...,k(n) € K}
= {(.%'1,...,$n) ‘1’1 EK,-~~;xn GK}
= K™ aus 3.2.2

In Worten: Die Menge der n-Tupel K™ ist dasselbe wie die Menge der Koeffizientenabbil-
dungen auf {1,...,n}.

Definition. Fir F € F(M)und k € K setze:

0 fur F =0
Z k() =19 k(vo)vo+ 3 k(v firF#@undvye F
veF veF\{vo}
Bemerkung. Vollstandige Induktion nach der Méchtigkeit von F'. Also:
(0) Die Summe Uber die leere Menge ist der Nullvektor (per Definition).

(1) Die Summe uber eine einelementige Menge ' = {v; } ist

Z E(v)v = k(v1)v1 + Zk(v)v = k(vy)vy.
veF vep

——
=0
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3 Vektorrdume

(2) Die Summe Uber eine zweielementie Menge F' = {vy, vy} ist

Z kE(v)v = k(vi)vr + Z kE(v)v = k(v1)v1 + k(ve)ve = k(vg)vg + Z k(v)v.

veF veF\{v1} veF\{v2}

=k(v2v2)
In Worten: > k(v)v ist ,wohldefiniert”, d.h. hdngt nicht ab von der Wahl von v, und ist
veEF
gleiCh k(vl)vl + k(vz)vz.

(3) Die Summe Uber eine dreielementige Menge F' = {v1, v, v3} ist analog

Z k(v)v = k(v1)v1 + k(ve)vy + k(vs)vs.

veF
(n) Dies motiviert die Schreibweise fur n-elementige Mengen F' = {vy,...,v,} als
E(vy)vr + - 4+ k(vp)vy, == Z k(v)v.

veF

Dies erst gibt der Ellipse - - - eine prazise mathematische Bedeutung.
Definition. Sei M C V.

(i) Man nennt einen Vektor u € V ,.eine lineare Kombination von Vektoren in A*“, falls
gilt:
AF e F(M)3k € K* iu=> k(v
veF
In Worten: w ist eine ,,endliche Summe von skalierten Vektoren in M*.

(ii) Die Menge span M := { > k(v)v
veEF
von M*, ,,der Spann von M*.

FeFM)undk e KF} heilt ,,das Erzeugnis

Bemerkung.
a) Beutelspacher schreibt (M) fur span M.
b) Wenn M = (), dann span () = {0}.

¢) Wenn M selber schon endlich ist, dann vereinfacht sich (i) zu 3k € K™ 1w = Y k(v)v
veM

und (i) zu span M = { > k(v)v
veEM

ke KM}.
Definition. Sei U C V. Dann heif3t U ein ,,Untervektorraum von V*, falls gilt:

@:UxU—Umitzx ®y:=x+ y ist wohldefiniert
und ® : K x U — U mitk ® x := k -  ist wohldefiniert
und (U, @, ®) ist ein Vektorraum.

In Worten: U zusammen mit den von V' ererbten Rechenoperationen ist selber ein Vektorraum.
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3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann und Basis

Satz (Untervektorraum-Kriterium). Sei U C V. Dann gilt:

U Untervektorraum < 0eU
und Yu,a €U :u—uecU
und Vhe KVu e U :hueU

Beweis.
11j“ \/
”<:£L
Aus0 € Uund u — @ € U folgt (mitw = 0):—a € U. Somitauchu+ 4 = u— (—a) € U.Und
—~—
€U
es gelten alle Vektorraum-Eigenschaften (ohne Beweis). O

Satz. VM C V : span M ist ein Untervektorraum von V.
Beweis.

|. Offenbar ist0 = > k(v)v € span M.
vep

I Seiu= 3 k(v)v (Mt F e F(M)undk € KF)und @ = 3 k(v)v (mit F € F(M)
veF ’UEF
und fg € KFN). Dannist G := F'U F endlich und zerfallt in die disjunkten Teilmengen
F\F,FNF,F\ F.Definiere h € K durch

k(v) firve F\ F
h(v):=<{ k() —Fk() firve FNF
—k(v firve F\F

veEF vEF veG

Danngilt: uw — @ = <Z k(v)v) - (Z l%(v)v) = Y h(v)v € span M.

. Firh e Kundu = Y k(v)vgilt hu = Y (hk(v))v € span M.
veEF veF

Definition. Sei M C V.

(i) Man nennt M ,,linear unabhéngig®, falls gilt:

VE € F(MVk e KF: > k(w)v=0=VYo € F: k(v) =0
veF

In Worten: Die einzige lineare Kombination fiir den Nullvektor ist die, bei der alle Koeffi-
zienten verschwinden.
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3 Vektorrdume

(if) Man nennt M ,,linear abhangig*, falls gilt: —(/ linear unabhéngig). Das heif’t:

M linear abhangig < 3F € F(M)3k € K¥: Y " k(v)v =0A (Jv € F : k(v) #0)
veF

©IF e F(M)Ike K"y e F: Y k(w)v =0Ak(v) #0
veEF

In Worten: Es gibt eine lineare Kombination fur den Nullvektor, bei der einer der Koeffizi-
enten nicht verschwindet.

Bemerkung.

a) Was macht der Fall M = ()? Die leere Menge ist linear unabhéangig, denn die Aussage
Yo € 0 : E(v) ist immer wabhr.

b) Wenn die Menge M selber schon endlich ist, dann einfacher in (i)

Vke KM: > k() =0=YveM: k) =0
veM
und in (ii)
ke KM Zk(v)v:O/\HvoeM:k(vo)%O.
veM

Satz (Charakterisierung der linearen Abhangigkeit). Sei M C V, M # (). Dann gilt:
M linear abhéngig < 3Jvg € M : vy € span(M \ {vo})

In Worten: Es existiert ein Vektor in M, der eine lineare Kombination der ,,anderen* \ektoren
in M ist.

Beweis.

11j“
Es existiert ' € F(M)und k € K¥ und vg € Fmit0 = > k(v)v und k(vg) # 0. Wegen

veF

S k(w)y = k(vo)vo + Y. k(v)v = 0erhdlt man vy = —k(vo)~t Y. k(v)v €
veF veF\{vo} vEF\{vo}
span(M \ {vo})

we=
Esexistiert FF € F(M\{vo})und k € K¥ mitvg = Y k(v)v. Danngilt0 = vo+ Y (—k(v)),

veEF veEF

wobei v, den Koeffizienten 1 # 0 hat. O
Beispiel.

a) Zeichenebene V = R2.
Vo = (z,y) # 0 : span{v} = {kv|k € R} = die durch v erzeugte Gerade
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3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann und Basis

Vu € R?: u € span{v} < Jk € R:u = kv

< u, v Kollinear
Schule

& {u, v} linear abhéngig
Somit durch Ubergang zur Negation:
{u, v} linear unabhéngig < v ¢ span{v}

b) Welt-Raum V = R3.
Vv = (z,y,z) # 0 : span{v} = {kv|k € R} = die durch v bestimmte Gerade

Y1,y € R® : {v1, vs} linear unabhéngig
= span{vy, ve} = {k1v1 + kove|k1, ke € R} = die von v und v bestimmte Ebene

VueR3: u € spanf{vy,vo} < Fky, ko € R u = kyvy + kove

< u,v1, v9 Komplanar
Schule

& {u, vy, vy} linear abhdngig
Durch Negation:
{u,v1, vy} linear unabhéngig < u ¢ span{vy,ve} und {vy,v2} linear unabhéngig

Satz (Uber Koeffizientenvergleich). Sei M C V linear unabhéngig und « € span M. Dann
gilt:

()
VE, F e F(MWVk e (K \ {0)FVE € (K \ {0} :

(qu(v)v/\uZ%(v)v) = F=FAYveF:k() =k{)

vel veF

(ii) Sei M endlich. Dann gilt:

Vi, ke KF: <u: Zk(v)v/\u: Zl%(v)v) = VYo e M : k(v) = k(v)

veM veEM
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3 Vektorrdume

In Worten: Jeder Vektor » € span M hat eine eindeutige Darstellung als lineare Kombination
von Vektoren in M, wenn man verschwindende Koeffizienten nicht beachtet.

Beweis.

(i) AusO=u—u= 3 (k(v) — k(v))v und der linearen Unabhéngigkeit von M folgt:
veM

Yo € M : k(v) — k(v) =0,
d.h. k(v) = k(v).

(i) Unter den gegebenen Umstanden haben wir:

O=u—u= Z kE(v)v + Z (k(v) — k(v))v — Z k(v)v

vEF\F vEFNE vEF\F

Wegen der linearen Unabhdangigkeit missen alle Koeffizienten verschwinden, insbesondere
fur die mittlere Summe:

Yoe FNF : k() = k()

Wenn F'\ E # (), dann folgt fiir v € F'\ F, daR gilt: k(v) = 0; dies steht im Widerspruch
zur Annahme k € (K \ {0})f; also notgedrungen

F\F=0,dh FCF.

Ebenso
F\F=0,dh FCF.

Zusammen ergibt sich F' = F, wie behauptet.

Definition. Sei M C V.
(i) Man nennt M einen ,,Erzeuger von V*, falls gilt:

spanM = V.

(i) Man nennt M eine ,,Basis von V* falls gilt:

M ist ein Erzeuger von V und M ist linear unabhéngig.

Beispiel.
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3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann und Basis

a) Im n-Tupel-Raum K™ setze ¢; := (0,...,0,1,0,...,0). Zum Beispiel:
N—— N——
i—1 Nullen n—i Nullen

e1 = (1,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)
es = (0,0,1,0,...,0)

Dannist {e1, ez ..., e,} eine Basis von K™, denn:
n
Vee K" :x = (21,...,2,) = inei € span{ej, e ...,en}
i=1

und N
o:Zkiei:(kl,kQ,...,kn);»w=1,...,n:ki:0
=1

b) Der ,triviale Vektorraum {0} hat die Basis (), denn span () = {0} und @ linear abhangig.

Satz (Basis-Satz Uber Eindeutigkeit von Darstellungen mittels linearer Kombinationen).
Sei M C V. Dann gilt:

(i)
M Basis < Vu € VIIF € F(M)3lk € (K\{0})" :u=>_k(v)v
veEF

(ii) Sei M endlich. Dann gilt:

M Basis < Yu € VIlk e KM 1y = Z k(v)v
veEM

Beweis.

(i) ="
Sei u € V. Da M ein Erzeuger von V ist, gilt u € span M. Teil (i) des Satzes zum
Koeffizientenvergleich auf Seite 41) ergibt die Behauptung.

11¢
Offenbar ist V' C span M, also sogar V' = span M, d.h. M ist ein Erzeuger. Speziell fur
u = 0 erhdlt man die definierende Eigenschaft der linearen Unabhéngigkeit.

(if) Analog mit Teil (ii) des Satzes uber Koeffizientenvergleich.

Satz (Basis-Erganzungssatz). Sei M C V. Dann gilt:
M Basis < M linear unabhéngig A Vvy € V' \ M : M U {vg} linear abhangig

In Worten: M ist eine maximale (=gréBtmdgliche) linear unabhéngige Menge.
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3 Vektorrdume

Beweis. ,,=
I. lineare Unabhéngigkeit v/

Il. Seivg € V'\ M.Da M ein Erzeuger ist, gilt vy € span M. Also existiert F' € F(M) und

k€ KFmitvg = > k(v)v. Daraus folgt: 0 = 1-vp — > k(v)v € span M U {vg},
veF veF
wobei der Koeffizient von v ungleich 0 ist. Somit ist M U {vo} linear abhéngig.

n<:

I. M linear unabhéngig v/

Il. Seivg € V'\ M.Da M U {vy} linear abhangig ist, existiert F € F(M) und k € K mit

0 = k(vo)vo + > k(v)v mit nicht nur verschwindenden Koeffizienten.
veEF

Fall k(vg) = 0. Dann bleibt 0 = > k(v)v, was wegen der linearen Unabhangigkeit von

. . veEF
M unmdéglich ist.

Fall %(vo) # 0. Dann folgt

vy = Z(—k(vo)_lk(v))v € span M.
vel

4.12.2003 Satz (Basis-Auswahlsatz). Sei M C V. Dann gilt:
M Basis < M Erzeuger von V A Vuvg € M : M \ {vo} kein Erzeuger

In Worten: M ist ein kleinstmdglicher (minimaler) Erzeuger.

Beweis. ,,=

. M Erzeuger. v
Il. Yvg € M : M linear unabhéngig = vg ¢ span M \ {vp}

n<:

. M Erzeuger. v

.
VE € F(MVk € K¥:0=> k(v)v=Vv € F:k(v)=0
vEF

Also ist m linear unabhdngig.
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3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann und Basis

O

Definition. V heift ,.endlichdimensional*?, falls gilt:
dM CV : Mendlich Aspan M =V
In Worten: V ist ,,endlich erzeugt”.
Behauptung (Basis-Existenzsatz). Sei V' endlichdimensional. Dann gilt:
3B C V : Bendlich A B Basis
Beweis. Sei M C V gegeben mit M endlich und span M = V.

I. Entweder M Kleinstmdglicher Erzeuger, dann setze B = M (wegen Basis-Auswahlsatz).
Oder Jv; € M : M \ {v;} Erzeuger; dann weiter

I1. Entweder M \ {v;} kleinstmdglicher Erzeuger, dann setze B = M \ {vy}. Oder Jv, €
M\ {v1} : M\ {v1,v2} Erzeuger; dann weiter

Da M endlich, kommt man mit diesem Ausdinnungsprozel nach endlich vielen Schritten zu
einer Basis. O

3.3.2 Basen in endlichdimensionalen Vektorraumen

Sei zusétzlich unser gegebener K-Vektorraum V' auch endlichdimensional.
Ziel: Alle Basen von V' sind gleichméchtig.
Weg: Ernst STEINITZ 1871-1928.

Satz (Vorsatz). Sei B eine endliche Basis fir V. Dann gilt:
VYw e V\{0}3v; € B: B:={w}U (B {v}) ist Basis

In Worten: Fir jeden Vektor w # 0 existiert ein Opfer v; € B, sodall v; gegen w ausgetauscht
werden kann, ohne die Basis-Eigenschaft zu verlieren.

Beweis. Sei w # 0 gegeben.

I. B endlicher Erzeuger = 3k € KP 1w = k(v)v
veEB

. w#0=3v, € B:k(v1) #0

1. Esist B (wie oben definiert) ein Erzeuger von V, denn aus

o k) 'w— Y (k(v1) 'k(v))v € span B
UEB\{’Ul}

und Vv € B\ {v1} : v € B (per Konstruktion) folgt: B C span B und V = span B C
span B C V. Also ist B Erzeuger.

Zengl. of finite dimension
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IV. B linear unabhéngig = B linear unabhéngig, denn (indirekt):

B linear abhéingig = 3h e KB :0 = > h(v)o Advg € B hvg) # 0
veB

IVA Im Fall h(w) = 0ist Bwegen 0 = > h(v)v mit h(vg) # 0 offenbar linear
ve€B\{v1}
abhéngig. (Fertig.)

IV.B Im Fall h(w) # 0 erhdlt man:

O=w+ Y (h(w) " h())v = k(v1)vr + > (k@) + h(w) T h(v))v

veB\{v1} veB\{v1}

Wegen k(v1) # 0 (I1.) ist also B linear abhangig. (Fertig.)

Beispiel. Welt-Raum V = R?

ST e

1 3

Firw = ( -1 ) gllt w=e —ey = Zkzlel mit k1 = 1,]€2 =—-1,k3=0.vV

0 =1

Also kann e; gegen w ausgetauscht werden, oder e,, nicht aber e (denn in der Tat, {e;, ez, w}
sind komplanar).

Satz (Austauschsatz von STEINITZ). Sei B Basisvon V, n := B € N (d. h. B endlich). Dann
gilt:

YC C V : C linear unabhdngig = 4D C B: CU D Basis A D =n — {C

(insbesondere §C < n, d. h. wenn die Basis aus n Vektoren besteht, enthalt jede linear unabhan-
gige Menge hdchstens n Vektoren).

Beweis. Durch vollstdndige Induktion nach [ := 4C.

Induktionsanfang. [ = 0: Dann C' = und D = B. /

Induktionsschritt. [ > 0 und I < n und die Behauptung ist wahr fir alle linear unabh&ngigen
Mengen C' C V mit $C = 1.

Sei nun C' C V linear unabhangig mit #C' = [ + 1. Sei w € C, setze C := C'\ {w}. Wegen
#C = [ existiert D C B mit D = n — [, soda® C' U D Basis ist.

Ziel ist, einen Vektor v; € D gegen w auszutauschen. Dazu schreiben wir w als lineare
Kombination von Vektoren in C' U D:

w= Z k(v)v

veCUD
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3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann und Basis

Im Fall, daR fiir alle v € D gilt k(v) = 0, folgt 0 = w — 3_ k(v)v, was wegen der linearen

vel
Unabhangigkeit von C unmaglich ist.

Im gegenteiligen Fall existiert v; € D mit k(v1) # 0. Aus dem Beweis des Vorsatzes auf
Seite 45 ergibt sich, daR v; ausgetauscht werden kann gegen w. Mit D := D \ {v;} folgt die
Induktionshehauptung, d.h. C' U D Basisund D =n — (I + 1).

Zuletzt ergibt sich fir [ = n — 1 die Behauptung auch fir [ + 1 = n, d. h. flir 4C = n ergibt
sich D = (). Es gilt also C' linear unabhangig A $C' = n = C Basis.

Das macht die Falle #C' > n unméglich, denn sonst existiert eine Teilmenge C' C C' mit
#C' = n und C Basis. Dies steht im Widerspruch zum Basisergénzungssatz auf Seite 43 und
kann also nicht eintreten. O

Korollar 1 (Mé&chtigkeit linear unabhangiger Mengen). Sei B C V Basis von V mit B =:
n < oo. Dann gilt:
VC C V : [C linear unabhdngig = #C < n]

Beweis. Sei C' C V linear unabhéngig. Nach STEINITZ gibt es D C B, so da C U D Basis
von V und D = n — §C. Insbesondere folgt §C' =n — D <n.
~~

>0

O

Korollar 2 (Gleichmé&chtigkeit von Basen). Seien K ein Kdrper, V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum und By, B, C V zwei Basen von V' mit ny := B und ny := §Bs. Dann gilt:

ny =ng <0
In Worten: Je zwei Basen haben dieselbe endliche Méchtigkeit.

Beweis. Weil V' endlichdimensional, gibt es eine Basis B von V mit 1B =: n € Ny (Basis-
Existenzsatz auf Seite 45). Firi = 1, 2 gilt: B; ist als Basis linear unabhéngig, alson; < n < oo
nach Korollar 1. AuRerdem:

By linear unabhéngig A Bo Basisvon V- = ny = #B1 < By = no
Kor. 1
By linear unabhéngig A By Basisvon V' = no =#Bs < iB1 = m
Kor. 1
Zusammen: nq = no. O
Dies rechtfertigt folgende

Definition. Seien K Korper, V' endlichdimensionaler K-Vektorraum, B C V irgendeine Basis
von V. Dann heiflit B € N die ,,Dimension von V*. Schreibweise: dim V' := {B.

Bemerkung. Nachtréglich rechtfertigt das die Bezeichnung ,.endlichdimensional®.

Korollar 3 (Basis-Kriterium). Sei K Korper, V' K-Vektorraum mit dim V' < oco. Dann gilt:

VB C V : [BistBasisvon V < B linear unabhéngig A §B = dim V]
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3 Vektorrdume

Beweis.

w
Klar nach Definition der Basis und Korollar 2.

we
Sei B linear unabhéngig und §B = dim V. Nach STEINITZ k&nnen wir aus einer gegebenen
Basis B von V (also B = dim V') eine Teilmenge D C B auswahlen, so da B U D eine Basis

von Vistund daB §D = dimV — B = dimV — dim V' = 0. Dies erzwingt D = (. Also ist

B U () = B eine Basis von V. O
Beispiel.
() K=R,V =R3
1 0 0
Schon gesehen: B = ol,{1],10 ist Basis von R3.
0 0 1

Daher dimR? = 4B = 3.

(if) Allgemeiner: Fir beliebige Korper K und n € N sieht man leicht:

1 0 0
0 1 0
B = O 1,1 0 f,....] : C K™ ist eine Basis von K.
: : 0
0 0 1

Lineare Unabhangigkeit: siehe Ubungsaufgabe 28.
span B = K™, denn

x 1 0
1 0 :
Vaq,...2, € K : : =1 - . +etoa, 0
T 0 .

Damit: dim K" = §B = n.

(iii) Aus Ubungsaufgabe 21 (i): K = Fy, V = PB(X) (X beliebig) mit Vektoraddition A und
Skalarmultiplikation -.
Hierz.B. X = {1, 2, 3}.

Probiere B := {{1},{2},{3}}. Durch Probieren aller Linearkombinationen von B (be-
achte # (F%) = 8) sieht man: span B = B(X) und B ist linear unabhangig. Also ist B
Basis von PB(X). Insbesondere dim PB(X) = B = 3.

Basis und Dimension von Untervektorraumen

Erinnerung: U C V hei8t Untervektorraum von V/, falls U mit den auf U eingeschrankten,
von V ererbten Verknipfungen ein K-Vektorraum ist. Daher kénnen wir auch von Basis und
Dimension eines Untervektorraums sprechen.
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3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann und Basis

Korollar 4 (Verschachtelte Untervektorraume). Seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum
mit dim V' < oo und Uy, Us Untervektorrdume von V' mit U; C U,. Dann gilt:

(i) VBy C Uy : [ByBasisvonU; = 3D C Uy \ Uy : By U DistBasisvon Us A $D =
dim U2 — dim Ul]
In Worten: Jede Basis von U7 kann zu einer Basis von U, erganzt werden.

(III) Ui =U; & dimU; =dim U,

Beweis. Sei Bs Basis von Us, also Bs linear unabhéngig. Mit Korollar 1: By < dim V' < oo.
Also ist U, endlichdimensional.

(i), (if) Sei B; Basis von U, also B; linear unabhéngig. Wegen U; C U gilt §B; < dim Us
nach Korollar 1, d.h. dim U; < dim U,

Nach STEINITZ (angewandt auf den Vektorraum Us mit Basis Bs) gibt es D C Bs, S0
dal By, U D Basis von U, und D = #By — B = dim Us — dim Uj.

Dabei gilt D N U; = (), denn sonst gibt es v € D N U; = D N span By, also By U D
linear abhdngig. 4 zur Basis-Eigenschaft von By U D.

Also gilt D C By \ Uy C Uz \ Us.

@y ="
klar.

=
Sei dimU; = dim Us. Nach (ii) gibt es D C By, so daB B; U D Basis von U, und
#D = dim U, — dim Uy = 0. Dies erzwingt D = (), so daR By Basis von U ist. Damit:

\or.
Uy =span By = Uy

O

Korollar 5 (Spezialfall Us = V). Sei K Korper V' K-Vektorraum mit dim V' < oo, U Unter-
vektorraum von V. Dann gilt:

(i) dimU < dimV

(i) VB C U : [BBasisvonU = 3D C V\U : BUDistBasisvon V A {D = dimV —
dim U]

(iii) U=V & dimU =dimV

Beweis. Setze U; = U und Uy = V in Korollar 4. O
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Uberlegung Sei wie in Korollar 5 ein Untervektorraum U von V gegeben. Sei B Basis von
U (insbesondere span B = U). Nach Korollar 5 (ii) gibtes D C V'\ U, so dal B U D Basis von
Vund D = dimV — dim U.

Sei W := span D, also W Untervektorraum von V. Fir die Untervektorraume U, W von V
gilt:

(i) UnW = {0}, denn:
»=2" Klar. Zum Beweis von ,,C“ sei x € UNW = span BNspan D, d. h.esgibt F' € F(B),
ke KFund G € F(D),l € KCmitz = 3 k(v)v = 3 l(v)v, also 0 = 2 —z =
veF veG
S k(w)v = > l(v)vmit FUG € F(B U D), d.h. wir haben hier eine Darstellung von

veF . veG_ .
0 als Linearkombination von B U D.

Da B U D linear unabhangig, folgt®: k(v) = 0 firalle v € F, I(v) = 0 fur alle v € G.

Inshesondere z = > k(v)v = 0.
veF

Dies zeigt: U N W = {0}. (Der Schnitt von U, W ist minimal.)

(i) span(U U W) = V (mit Schreibweise aus Ubungsaufgabe 27 (ii): U + W = V).

Wegen B C U und D C W gilt BUD C UUW und daher: V' = span(BUD) C span(UU
W) C V,also span(U U W) =V. L

(Das heil’t, die ,,Summe* von U, W ist maximal).

Definition. Seien K Korper, V' K-Vektorraum, Uy, Us C V' zwei Untervektorradume von V.
Dann heiBBen Uy, Us ,,zueinander komplementar in V*, falls gilt:

UiNU; = {0} und span(U1 U UQ) =V

Satz (Existenz). Sei K Korper, V' K-Vektorraum, U Untervektorraum von V. Dann gilt: 3 C
V : W Untervektorraum und U, W zueinander komplementar.

Beweis. Siehe Uberlegung auf dieser Seite. O

Beispiel. Zeichenebene V = R? als R-Vektorraum, U = span { (*) }. Setze Wy := span { (©) }
und Wy := span { (711) }
Dafr gilt:
(i) UnWw; ={0}
(i) U+ W; =R2,denn {(3), (3)} linear unabhéngig und daher Basis, { (%), (')} ebenso.

Damit: U, W; zueinander komplementar in R2. U, W5 ebenso.

3beachte:
DCV\U

BCU }:>FmG:®
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3.3 Lineare Kombinationen und lineare Abbildungen: Spann und Basis

Satz (Eindeutige Vektorzerlegung durch zueinander komplementére Untervektorraume).
Seien Uy, Us zueinander komplementare Untervektorraume in V. Dann gilt:

Vo e VIl e U1Aug € Uyt v = ug + us
Beweis. Seiv € V.
I. (Existenz). Nach Voraussetzung gilt V' = span(U;UU,). Also gibtes F' € F(U;UUs) und
ke KEmitv = k(w)w. Setze [} := FNU; € F(U)und Fy := F\ | € F(Uy).

weF
Dann Fy N Fy = Qund £} U F5, = F und

v= Z k(w)w = Z E(w)w + Z k(w)w = uy + us.

weF weF weFy

~
=:u1 €U =:ug€Us

Il. (Eindeutigkeit). Seien uy,4; € Uy und ug, o € Uy Mit v = uy + us = 4y + tp. Daraus
folgt
up — U :UQ—fLQEUlﬂUQZ{O}
—— ——
eUy elUs

und uq = w1 und ug = Us.

3.3.3 Der Dimensionssatz fir zwei Untervektorraume

Sei K Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

Voruberlegung mit zwei Teilmengen Y7, Y5 einer endlichen Menge X:
f(Y1UYs) = Y1 + Y2 — (Y1 NYa)

Satz (Dimensionssatz fur beliebige Untervektorrdume). Seien Uy, Us Untervektorrdume von
V. Dann gilt:
dim(U1 + UQ) =dimU; + dim Uy — dim(U1 N UQ)

Bemerkung. Dies ist eine Gleichung zwischen natirlichen Zahlen.
Beweis.
I. Der Basis-Existenzsatz auf Seite 45 gibt drei Basen:

C Basisfur Uy NU,y
B; Basis fur Uy
By Basis fir Uy
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VI.

52

Der Austauschsatz von STEINITZ auf Seite 46 liefert einerseits
3D, C By : By := C' U D; Basis von U;

und andererseits 3
dDy C By : By := C U D4 Basis von Us.

Fiir B := B, U B, gilt gemaR Voriiberlegung:

tB= tB1 + #By —#(Bi1NDBy)

Il Il
dim U, dim Uz

Bi N By = C, denn: o o

Per Konstruktion gilt C C By N By. Die andere Inklusion By N By C C folgt indirekt:
Wenn es einen Vektor d ¢ C gibt mit d € B; N By, dann 0.B.d. A. d € D;. Dann auch
d € Dy, alsoauch d € Dy N Dy C Uy NU,. Esist C'U{d} linear unabhéngig in Uy N Us,
was wegen der Basis-Eigenschaft von C' nicht geht.

Also gilt: B; N By = C und §C = dim(U; N Uy).

B ist ein Erzeuger von Uy + Us,, denn:
uy € Uy ist darstellbar gemédB uqy = > k(v)v und ugy € U, ist darstellbar geméR uy =

’UEBl
> h(v)v.
UEBQ
Zusammen:
up +ug = Z(k:(v) + h(v)) + Z kE(v)v + Z h(v)v € span B
veC veEDq vED2
Somit:

Uy + Uy C span B C span(Uy UUy) = Uy 4+ Uy

B linear unabhéngig, denn:

Mit k € KB sei
0= Z k(v)v = Z k(v)v + Z k(v)v + Z k(v)v. (3.2)
vEB veC veD, vED2
Dann folgt
D k@ + Y ko =—>" kv eUinT;
veC veEDq vED2
el elUs
=Y h(v)v mit geeigneten Koeffizienten 1 € K.
velC
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Eingesetzt in (3.1) erhalten wir

0= Z h(v)v + Z E(v)v.

veC vEDo

Da By = C' U D; linear unabhangig ist, folgt &(v) = 0 fiir alle v € D,. Damit wird (3.1)

ZUu:
0= Z k(v)v + Z k(v)v.

veC veDq

Da B; = C U D, linear unabhéngig ist, folgt k(v) = 0 fir alle v € B; = C' U D;. Somit
k(v) = 0 fur alle Vektoren v € B = C' U D1 U Ds.

Finale: Wegen V und V1 ist B Basis von U; + Uz und wegen 111 erhalten wir die Behauptung.
U
Korollar 1 (Dimensions-Satz flr direkte Summen).
UL N Uy = {0} = dim(U; + Uy) = dim U} 4 dim U,
Beweis. v/ O
Bemerkung.
a) Allgemein heillt Uy 4+ Uy = span(U; U Us) die Summe von Uy und Us.
b) Speziell heilt Uy + Us = span(U; U Us) ,,direkte Summe*, wenn zusétzlich gilt U; N U, =
{0}.
Korollar 2 (Dimensionssatz fur zueinander komplementére Untervektorraume).
Uy, Uy zueinander komplementér = dim Uy + dim Uy = dim V'
Beweis. 0
Korollar 3 (Dimensionssatz fiir Hyperebenen).
Uy £ Uyund dimUs = dimV — 1] = dim(U; NUz) = dim Uy — 1
Beweis.

I. Uy + Uy =V, denn:
Sei B Basis von Us. Dann §By = n — 1, wobei n := dim V. Wéhle v € U; \ Uz und
setze B := By U {u}. Dannist 4B = (n — 1) + 1 = n.

Zudem ist B linear unabhdngig: Sei

0= Z k(v)v = Z E(v)v | + k(u)u.

vEB vEB3
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Im Fall k(u) # 0 ist
u=>Y (—k@w) k())ve Uy 4.

vE B2

Also muB eintreten: k(u) = 0. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von B, erzwingt die

verbleibende Darstellung 0 = > k(v)v, daB gilt k(v) = 0 fur alle v € B.
vE By

Zusammen: B Basis von V und V' = span B C span(U; U Usy) = Uy + Uy C V. Also
U +U; =V.

I1. Nun aus Dimensions-Satz:
n=dimU; + (n — 1) — dim(U; N Us)

Hieraus folgt die Behauptung.

16.12.2003 3.3.4 Faktorraum

Sei K Korper, V endlichdimensionaler K -Vektorraum, U Untervektorraum von V.
Definiere eine Relation auf V' durch

R:={(z,y) e VxV]z—yeU}
GemaR Ubungsaufgabe 29 ist R Aquivalenzrelation mit Aquivalenzklasse
Alx) ={z+uluc U} =2+,

genannt ,,Nebenklasse von x modulo U*, ,,der um den Vektor = verschobene (translatierte)
Untervektorraum U*, ,,die zu U parallele Menge durch z*.

Warnung. Aus z # y folgt nicht immer, daB x + U # y + U.
Entwarnung. EsgiltVa,y € V:

() 24+U=y4+US Alzx)=Aly) & (z,y) e R r—yeclU
(i) z2+U#y+U<zx—yg¢U

Definition. V/U := {z+Ul|z € V} C B(V) heilt ,,Faktorraum von V" modulo U*, ,,System
aller Nebenklassen von U*.

Bemerkung. Dies kann wieder zu einem K-Vektorraum gemacht werden (siehe Ubungsaufga-
be 32).
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4 Anwendungen von Vektorraumen

4.1 Affine Geometrien
Definition. Ein ,,affiner Raum* (P, G, I) ist ein Tripel mit den folgenden Eigenschaften:
(0) P isteine Menge (,,Punkte®)

G ist eine Menge (,,Geraden®)
I C P x G (,,Inzidenzrelation*)

Interpretation: (A, g) € I bedeutet anschaulich, dal der Punkt A auf der Geraden g liegt.
(VA) Verbindungsaxiom:
VA BeP:A#B=[3lgeG:(Ayg) €IN(B,g) €l
Bemerkung. Diese eindeutig bestimmte Gerade wird mit AB bezeichnet.

(PA) Parallelenaxiom: Es gibt eine Aquivalenzrelation || (,,parallel”) auf G so, daR gilt:

Vge GVAe PAheG:gl| hNA(Ah)el
Bemerkung. h heif}t ,,die Parallele zu ¢ durch A“.
(DA) Dreiecksaxiom: Seien A, B,C € P Punkte, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden
liegen und seien A, B € P Punkte mit AB || AB. Dann treffen sich die Parallele zu AC
durch A und die Parallele zu BC' durch B in einem Punkt C'.

Hauptbeispiel. Sei K Koérper und V' ein K-Vektorraum.

Setze P=V
U (V) :={U C V|U Untervektorraum und dim U = 1}
G:={z+UlzeVundU € Uy(V)}
I:={(v,g9) € PxG|v e g}

Dannist A(V') := (P, G, I) ein affiner Raum. Fr den allgemeinen Fall siehe Beutelspacher
S. 89f. Hier speziell fir Zeichenebene V' = R2.
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4 Anwendungen von Vektorrdumen

I. Seim € Rund b € R. Die ,,Gerade mit Steigung m und Achsenabschnitt b ist die Menge
der Losungen (z,y) der ,,Geradengleichung” y = ma + b:

g:{@) xeRundy:mx+b}
:{<mxx+b> NR}
RORFONS
(eoe (s

Diese Geraden sind die Nebenklassen von span ().

Bemerkung. Im Fall m = 0 ist span (7}1) die ,,z-Achse®.

Im Fall m # 0 gilt span (,} ) = span (mil) (,,geneigte Gerade®).

Dies legt den Zusatzfall m — oo nahe: span ((1)) die ,,y-Achse”. Die Nebenklassen der
y-Achse sind ebenfalls Geraden des affinen Raumes: g = ({) + span ).

Alle diese Geraden sind von der Form g = v + spanu mitu,v € R?,u # 0.

I1. Umgekehrt sei v + span u gegeben mit u # 0.

Im Fall uq # 0 setze m := Z—j und b := vy — mwy. Dann:

()= (o (D]erd = {(00)

= span = spanu
U2

0 U1 1 c
v — = = spanu
b Vo — V2 + MUy Wm P

also v + spanu = (2) + span (nll)

ieR}

und

Im Fall u; = 0 folgt v + spanwu = () + span ((1])

I und Il zusammen: Die Geraden der Schule sind genau die Nebenklassen v + spanu (mit
u,v € R? und u # 0) der linearen Algebra.

Zu VA: Gegeben seien v, w € R? mit v # w.

Gesucht ist ein eindimensionaler Untervektorraum U mit v + U = w + U. Dann muR
gelten: v — w € U; wegen dim U = 1 folgt U = span(v — w).

In Worten: Die Gerade durch v und w ist w + span(v — w).
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Zu PA: Die ,,Parallelenrelation® auf G sei definiert durch

c+U|2+U, falsU =0

4.2 Lineare Gleichungssysteme

Bei gegebenem Punkt v € Pund Gerade z +U € Gistv+U ||+ U undv € v+ U.
Wenn zusétzlich v € y + U, dann {v} € (v + U) N (y + U) und der nichtleere
Durchschnitt erzwingt v + U = y + U, d. h. Eindeutigkeit.

Zu DA: Die Punkte A, B, C, A, B seien gegeben durch die Vektoren u, v, w, @, o.
Aus AB || AB und AB = u + span(v — u) folgt AB = i + span(v — u).

Wegen B € AB existiert k € K mit B = @ + k(v — u). Die Parallele zu AC durch
Aist @ + span(w — u). Die Parallele zu BC durch B ist @ + k(v — u) span(w — v).
Der Punkt C' := 4 + k(w — u) = 4 + k(v — u) + k(w — v) liegt offenbar auf beiden

Geraden.

4.2 Lineare Gleichungssysteme

Sei K ein Korper.

4.2.1 Problemstellung

Seim,ne N.Furi=1,...,mundj=1,...,nseia;; € K.Seiby,...,by, € K.
Problem: Existieren Skalare x4, ...,z, € K mit
a1171 + a12T2 + -+ + a1y = by
a2171 + 222 + -+ + QopTp = bo
Am1T1 + GmaX2 + -+ + AmpTn = ?
Programm:
| Existiert Losung? 0
ja
" - - nein
— Lésung eindeutig? |._e
ja
v }
Berechne Berechne Berechne
die Losung eine Losung alle Lésungen

8.1.2004
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4 Anwendungen von Vektorrdumen

Was hat dieses Problem mit K -Vektorraumen zu tun? Offenbar

b1
b= : | eK™ ,»Vektor der rechten Seiten®
bm
231
und z:=| : | e K" ,»Losungsvektor*.
T,

Die ,,Koeffizienten” a;; werden zu einer Matrix A (siehe 3.2.3 auf Seite 35) zusammengefalit
und das Gleichungssystem kurz geschrieben als Az = b mittels Matrizenmultiplikation:

4.2.2 Matrizenmultiplikation

Gegeben A= | .............. e Kmxm,

aAml - Qmn

K™*™ st ein K -Vektorraum, besitzt also eine Matrizenaddition und eine Skalarmultiplikati-
on. Zusétzlich gibt es eine Matrizenmultiplikation. Sei dazu

Definition. Falls n = r, so ist das ,,Matrizenprodukt“ C := AB € K™ definiert durch

1=1,....,m

v=1,...,s

n
Cipy ‘= Zaijij flr
7j=1

also durch die Summe aller gemischten Produkte der i-ten Zeile von A und der v-ten Spalte von
B.

Beispiel. (fur K = R)
2

1 0 5 -3
(o)1) -(F)
-1
1
b) (1 0 6 6) ; = (103) = 103 (skalar: Sonderfall)
9
1 1 0 6 6
7 7 0 42 42
O[] 06 O=1]g o 45 us
9 9 0 54 54
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4.2 Lineare Gleichungssysteme

Offenbar impliziert die Existenz beider Produkte AB und BA nur n = r und s = m. Also
ist AB € R™*™ und BA € R™"*™,

d) Selbstim Fall m = n = r = s kann gelten AB # BA. Zum Beispiel
0 1\ /0 0y (1 0 y 0 0y/0 1y (0 O
0 0J\1 0/ \0 O 1 0/\0 0/ \0O 1)°
Matrizenmultiplikation ist i. a. nicht kommutativ.
0 1\ /0 1 0 0

e) =
0 0/\0 O 0 0
Matrizenmultiplikation ist i. a. nicht nullteilerfrei.

Zuriick zum Thema: Ax € K™ ist wohldefiniert.
Da wir z (noch) nicht kennen, betrachten wir Ax als Abbildung mit A fest und « variabel:

A: K'— K™
x+— Ax
Satz (Uber Matrizenmultiplikation als lineare Abbildung). Sei A € K™*™. Dann gilt:
() Ve € K"k € K : A(kz) = k(Ax)
(ii) Vz,y € K™ : A(x +y) = (Az) + (Ay)

(iiiy VF € F(K")Vk e KT 1 A (Y cpk(x)a) =3, cpk(x)(Ax)
In Worten: Das Bild einer linearen Kombination ist gleich der linearen Kombination der

Bilder.
Beweis.
x1
(i) Seiz= | : | und k € K gegeben.
L,
>, aijk; a15%;
ka1 j=1 j=1
Dann kx = : | und A(kx) = : = k : = k(Azx).
k n n n
! am;jk; 2. UmjT;
j=1 j=1

Die Gleichheit (*) gilt wegen a;;kx; - ka;i;x; und wegen DAM und der Definition der
Skalarmultiplikation.

I n
(i) Seix =] : |undz = | : | gegeben. 13.1.2004

T Yn
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4 Anwendungen von Vektorrdumen

1+ W
Dannz+y=x = : und
Tn + Yn
n n n
> arj(x; +yj) > ayxy |+ | X aiy;
= i=1 =1
A(z+y) = = : = Ax+ Ay.
n DAM, KA
n n
]glamj(wj +y]) (Z am]xj> —+ ( amjyj>
7j=1 7j=1

(iii) Die Behauptung folgt aus (i) und (ii).

Bemerkung.
1. Die Abbildung x — A ist also ein Vektorraumhomomorphismus von K™ ins K.

2. Vektorraumhomomorphismen heilen auch ,,lineare Abbildungen®, weil sie mit linearen
Kombinationen so harmonieren wie in (iii).

3. Um die Interpretation von Ax als Abbildung zu betonen, mite man schreiben A(z), tut
man aber nicht.

4. Das Programm zum Studium der Gleichung Az = b aus Kapitel 4.2.1 auf Seite 57 I&Rt
sich jetzt so prézisieren:

_ _ _ nein
| Liegt b im Bild von A? 'ﬁ
ja
Ist A injektiv? nen
ja
— |
Berechne das Berechne ein Berechne die
Urbild von b Urbild von b Urbildmenge

4.2.3 Losbarkeit

oder: Liegt die rechte Seite b im Bild von A?
Dazu betrachte die Lésungsmenge:

Definition.

(i) L(A,b) :={xz € K"|Axz = b} ,,Losungsmenge*
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4.2 Lineare Gleichungssysteme

(i) Man nennt ein lineares Gleichungssystem Ax = b ,,homogen*, falls b = 0 und ,,inhomo-
gen®, falls b # 0.

Bemerkung. Zukiinftig oft ,lineare Gleichung“ statt ,lineares Gleichunsgssystem®.
Satz (Struktursatz). Sei A € K™*" b e K™, b 0. Dann gilt:
(i) L(A,0) ist Untervektorraum von K™.
(i) L(A,b) #0 = Va € L(A,b) : L(A,b) = =+ L(A,0)
Bemerkung.
a) Esgiltimmer L(A,0) # 0. Aber L(A,b) = 0 ist moglich.

b) (ii) in Worten: Alle Losungen der inhomogenen Gleichung erhélt man als eine spezielle L6-
sung plus allen Lésungen der homogenen Gleichung.

Beweis.
(i) Mit Untervektorraum-Kriterium aus Kapitel 3.3.1 auf Seite 39:
e 0 € L(A,0),denn A0 =0
o Vo,z € L(A0):x—2 € L(A,0),denn A(z — %) = (Az) — (Az) =0—-0=0
o Vk € KVx € L(A,0) : kx € L(A,0),denn A(kx) =k-0=0
(i) Seix € L(A,b). Dann einerseits L(A,b) C =+ L(A,0), denn fir € L(A, b) ergibt sich
T=x+4+(Z—x)€x+ L(A,0),denn A(x —z) = (Az) — (AZ) =b—-b=0.
) =

Andererseits gilt x + L(A,0) C L(A,b), denn fur z € L(A,0) qilt A(x + Z
(Az) =b+0="0.

(Az) +

O

Zur Motivation der Definition des ,,Rangs* betrachte:

D1 0155
Azr = :
Def. n
D=1 AmjT;
Dies betont die Zeilen von A,
alj
Alternativ sei v; := : die j-te Spalte von A (fir j = 1,...,n). Damit folgt:
amj

n > j—1Tjan;
Z xTjvj = : = Az
i=1 D1 Tjmj
Das heildst, Az ist die lineare Kombination der Spalten von A mit Koeffizienten gegeben durch

xZ.
Die Schreibweise A = v1] ... |v, bedeutet, daR A die Spalten v; besitzt.
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4 Anwendungen von Vektorrdumen

Satz. Bild(A) = span{vy,...,v,}

Beweis.

Bild(A) = A(K") = {Az|z € K"} = ijvj Zl,...,xn € K

j=1
= span{vy,..., v}
]
Definition. VA € K™*" : Rang(A) := dim(Bild(A4)) = dim(span{vy,...,v,})
Beispiel.
a) Rang(0) =0
1 0
b) Rang(v) = {0 fir v {% Yo e K™
0
0
c) Seie; := | 1| € K™ mitder 1 an i-ter Stelle.
0
0
1 0 0
. . 01 ...0 . . - .
Die Matrix E,, := eqles]|...|e, = heilt ,,Einheitsmatrix‘ oder ,,Identi-
0 0 . 1

tat“. Es gilt Rang(F,,) = n. (Siehe 3.3.1 auf Seite 37)

2 0 3
d) Rang |0 1 6 | = 3 (ohne Beweis)
8 —4 17

15. 1. 2004 Es bezeichne A|b € K™*(+1) die um die rechte Seite b ,.erweiterte* Matrix.
Satz (Existenz). Sei A € K™*™und b € K™. Dann gilt:

L(A,b) # () & Rang(A) = Rang(A|b)
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4.2 Lineare Gleichungssysteme

Beweis. Immer gilt Bild(A) C Bild(A|b).

=
Wegen L(A,b) # () existiert x € K™ mit Az = b. Daher b = Az € Bild(A) und Bild(A|b) C
Bild(A). Zusammen folgt Bild(A) = Bild(A|b) und Rang(A) = Rang(A|b).

11<:“
Aus der Vorbemerkung folgt bei Gleichheit der Range auch die Gleichheit der Untervektorrau-
me, also Bild(A) = Bild(Ab). Also b € Bild(A) = {Az|x € K™}, das bedeutet: es existiert
ein Vektor z € K™ mitb = Az. Also L(A,b) # 0. O

Satz (Eindeutigkeit). Sei A € K™*™. Dann gilt:

A (als Abbildung K™ — K™) injektiv < Rang(A) = n

Beweis.

A (als Abbildung K™ — K™) injektiv
< VbeBild(A)Ax e K" : Ax =0
< L(Ab) =2+ L(A,0)

Jdye K":0=Ay = Zijj (n&mlich y = 0)
j=1

< {v1,...,v,} linear unabhéngig

< Rang(A) =n

Das Programm zum Studium von Ax = b sieht jetzt so aus:

- nein
Rang(A) = Rang(A|b) 0
ja
Rang(A) 2, e
ja j
' |
Berechne die Berechne eine Berechne alle
Ldsung Ldsung LOsungen
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4 Anwendungen von Vektorrdumen

4.2.4 Numerische lineare Algebra

Jede Matrix A € K™>™ kann man natirlich auch nach ihren Zeilen z4, ..., z, unterteilen:
A= vf...|v, = 21
Spaltenvektoren
EK™
Zm
Zeilenvektoren
elen:Kn

Satz (Rangsatz I). Rang(A) = dim(span z1, ..., zp)
In Worten: (Spalten-)Rang ist gleich Zeilenrang.

Beweis.

I. Wenn die letzte Spalte eine lineare Kombination der anderen Spalten ist: v,, = 2?2_11 kivj,
dann ist der Zeilenrang mit und ohne letzte Spalte derselbe. Das heif3t in

2}1| |’L}n,1|2i{}j2}j = Zl|’Un1

i<n

Zm | Unm

eanl
gilt Vk1, ... km € K:
Z k:z(zzlvm) =0«< Z kizi = 0.
=1 =1

Denn ,,="“ v/ und ,,<*:

Zm: /{?ﬂ)m' = Zm: ki Z ifj
i=1 i=1

i= j<n

=> k (i kizij> =0

sz‘
o j<n i=1
7211

=0 nach \or.

I1. Durch Entfernen von Spalten, die lineare Kombinationen der anderen Spalten sind und
durch Entfernen von Zeilen, die lineare Kombinationen der anderen Zeilen sind, entsteht
dann eine neue Matrix B € K"*¢ mit Rang(A) = Rang(B) = cund ¢ > r, sowie
Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B) = r und r > c¢. Somit folgt Rang(A) = ¢ = r =
Zeilenrang(A).

O

Satz (Rangsatz Il). A vererbt seinen Rang an 7'(A), wenn T'(A) durch eine der folgenden
Transformationen aus A hervorgeht:

e \ertauschung zweier Zeilen (bzw. Spalten)
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4.2 Lineare Gleichungssysteme

e Skalierung einer Zeile (bzw. Spalte) mit & #£ 0
e Addition einer skalierten Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte)
,-elementare Zeilen-/Spaltenumformungen*

Beweis. Klar. O

Gaul3scher Algorithmus siehe Beutelspacher, S. 102ff
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5 Lineare Abbildungen

5.1 Grundlagen

Wir haben eine Matrix A € K™*™ auch als Abbildung aufgefalit von K™ in K™. Neben den
sehr speziellen Vektorrdaumen vom Typ K™ gibt es noch viele andere Vektorrdume (siehe 3.2 auf
Seite 34). Dafiir allgemein:

Sei K Korper. Seien V und W K -Vektorraume.

Definition. Eine Abbildung f : V' — W heifit ,linear, ,,Vektorraum-Homomorphismus*,
falls

() Vke KNVv eV : f(kv) =k - f(v)
(i) Yo,0 € Vi f(v+0) = f(v) + f(D).
Satz. Sei f: V — W linear. Dann gilt:

VFG]XVWkeKF:f<§:k@ﬁ>::EZk@ﬁ@)

veF

Beweis. 0

Satz. Sei f : V — W linear. Dann ist Bild(f) := f(V) = {f(v)|v € V} Untervektorraum
von W.

Beweis.
0= f£(0) € Bild(f) v
kf(v) = f(kv) € Bild(f) v
f) = f(@) = f(v—0)Bild(f) v
U
Beispiel.

a) Die,,Nullabbildung” f : V' — W mitVv € V : f(v) = 0Oist linear. Sie ist die einzige lineare
Abbildung (von V' nach W), die konstant ist.

b) Die ,ldentitdt* f : V — V mitVo € V : f(v) = v ist linear.

c) Sei kg € K fest vorgegeben. Die ,Skalierung” f : V. — W mitVv € V : f(v) = kgv ist
linear. Fir KX = R spricht man auch von Streckung (ko > 1), bzw. von Stauchung (ko €

(0,1)).
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d)

5.1 Grundlagen

Seien U7 und U, zueinander komplementare Untervektorrdume von V. Die ,,Projektion (auf
Upentlang Ug)“ f:V -V mitYo e V :v = u; + ug = f(v) = uy ist linear.

N =~

el cUsz

Beweis.

I. kv hat Zerlegung kuq + kusg, daher ist f(kv) = ku; = kf(v).

Il. FOr zwei Vektoren v, o mit Zerlegungen v = uq + ug, ¥ = 41 + Gz iSt v + 0 =
(U1—|—1~JJ1)+(U2—|—1~LQ) unddamitf(v+17):u1 +uy = ( )+ ( )

Dabei gilt Bild(f) = U;.

Warnung. Es ist auch moglich, die Abbildung g : V' — Uy mitVo € V : g(v) = uy als
Projektion zu bezeichnen.

I I
Beispielsweise ist f : R? — R3mit f | 25 | = | 22 | eine Projektion.
T3 0

1
Alternativ g : R3 — R2mitg [ 25 | = <x1>

(o)
x3
Vorgriff: Sei K = R und vy € V fest.
Das ,,Differential®, die ,,Ableitung* ist linear, D, (f) = Ableitung in v von f, denn:
k f ist differenzierbar und Dy, (kf) = kDy, (f)
und £+ f ist differenzierbar und Dy, (f 4 f) = Dy (f) + Doy (f)
Vektorraumstrukt‘urr der Menge aller Linearitat der Ableitung in vo

differenzierbaren Funktionen f : V' — R

Vorgriff: Sei K = Rund M C V fest.
Das ,,Integral“ [, fdv ist linear, denn:
k f ist integrierbar und / (kf)dv = k/ fdv
M M
und  f -+ f ist integrierbar und / (f + f)dv :/ fdv+/ fdv
M M M
Vektorraumstruktur der Menge aller
integrierbaren Funktionen f : V' — R Linearitat der Integration Uber die Menge M

Definition.

(

() Homg (V,W) := {f :— W|f linear} ,,Vektorraum-Homomorphismen*

i) Isox (V,W) :={f € Homg (V,W)|f bijektiv} ,,Vektorraum-Isomorphismen*

67



22.1.2004

5 Lineare Abbildungen

(i) Homg (V) := Homg (V,V)
(iv) Autg (V) :=Isog(V, V), Vektorraum-Automorphismen*

Bemerkung. Hom g (V, W) ist selber ein K-Vektorraum, denn & f ist die Abbildung (kf)(v) =
kf(v) und somit linear: kf € Hom g (V,W). Interessiert spater. ...

Jetzt Studium einer einzelnen linearen Abbildung f.
Satz (Festlegung durch Basisbilder). Sei {vq,...,v,} eine Basis von V. Dann gilt:
Ywy,...,w, € WAlf € Homg(V,W) :Vi=1,...,n: f(v;) = w;
In Worten: Durch die Bilder einer Basis wird die lineare Abbildung f festgelegt.
Beweis. Sei wn,...,w, fest vorgegeben.

I. Existenz. Seiu € V und v = Z?Zl k;v; die eindeutige (siehe Kapitel 3.3.1 auf Seite 37)
lineare Kombination von u. Setze f(u) := 3%, kjw;. Diese Abbildung ist linear, denn:

ku =" kkjv; = flku) = kkjw; = kf(u)
j=1 j=1
wti=» kivj+ Yy kv = flu+a)=---= f(u)+ f(a)
j=1 j=1

[I. Eindeutigkeit. Sei g € Hom g (V, W) mit g(v;) = w;. DannVu € V :
flu) =" kjuw; = kig(v;) = g(u).
j=1 j=1

O

Satz (Eigenschaften der Basisbilder). Sei f € Homg (V, W), {v1,...,v,} eine Basis von V'
und B := {f(v1),..., f(vn)} C W. Dann gilt:

(i) finjektiv < B linear unabhéangig in W
(ii) f surjektiv < B Erzeuger von W

(iii) f bijektiv < B Basisvon W

Beweis.
(i) .=
Sei f injektiv. Sei 0 = > k; f(v;) gegeben. Da f linear ist, gilt 0 = f (> kjv;). Daher
> kjv; =0und ky = --- =k, = 0. Also B linear unabhangig.
w "

f(v) = fu)undv =3 kjv;undu =} kjv;.
= 0= f(v—u)=>(kj — k;)f(v)

= ki =Fk1,... k= ky
=V =1U
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5.2 Matrizendarstellungen linearer Abbildungen

(i) ,,="

VwGW:w: Zkfv] ) € span B

YVweW:w= kif(v; = f k;v; ) € Bild(f
w w ;J (UJ) (Z JUJ) (f)

(iii) folgt aus (i) und (ii).

Satz (Isomorphiesatz). Seien V, W endlichdimensionale K-Vektorraume. Dann gilt:

dimV =dim W < 3f € Homg (V, W) : f injektiv
< Isog (VW) £ 0

In Worten: Je zwei Vektorrdume derselben Dimension sind isomorph.
Beweis. f(vj) = w;, wobei v; eine Basis von V' und w; eine Basis von W ist. O
Speziell V = W:
Satz (Basistransformation). Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:
VBasen B, B C V3f € Autg(V): f(B) =B

Beweis. Spezialfall des vorigen Satzes. O

5.2 Matrizendarstellungen linearer Abbildungen

Sei V' ein n-dimensionaler K'-Vektorraum mit Basis {v1, ..., v,} und W ein m-dimensionaler
K-Vektorraum mit Basis {w1, ..., wp}.
Fir jede lineare Abbildung f : V — W (d.h. f € Homg (V, W)) gilt:

Vi=1,...,nJayj,...,amj € K : f(v;) Zawwl

al ... Q1p
Setze M(f):=.......c.oo... e Kmxn,

Aml .- Omn
1 ... 0
o 01 .......
Beispiel. M(idy) = . =FE,
0 ..... 1
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5 Lineare Abbildungen

Satz (Darstellungssatz). Die Abbildung M : Homg (V, W) — K™ ist ein Vektorraum-
Isomorphismus.

Beweis.

l. Sei k € K und f € Homg (V,W). Wegen (kf)(vj) = k(f(v;)) = 3, kaijw; gilt
ka1 ... kaip
M(kf)( ................. )kzM(f)

1. Sei f,f € Homg(V,W). Wegen (f + f)(v;) = f(vj) + f(v;) folgt M(f + f) =

M(f)+ M(f).
Also ist M linear.

[1l. M ist injektiv, denn f, f € Homg (V, W) mit M(f) = M(f) impliziert
fv;) = Zaijwi = Zdijwz‘ = flvy)

furalle j = 1,...,n. Somit f = f und M ist injektiv.

IV. M ist surjektiv. Denn sei A € K"™*" gegeben. Dann existiert (genau) eine lineare Abbil-
dung f mit f(v;) > " ajw;. Also M(f) = A.

O
Bemerkung.
a) Ebenso ist die Abbildung

k1 n
=V - K'mitc,(u)=1| ¢ | fallsu = Z kjv;
k, i=1

ein Vektorraum-lsomorphismus.

b) Wegen
f(u) = Z k‘jf(’Uj) == Z k?j Zaijwi = Z (Z aijk:j) Wy
gilt
>_; a1jk;
em (f(u)) = : = Acp(u) = M(f) - cn(u)
> amik;

In Worten: Den Koeffizientenvektor des Bildes f(u) (bzgl. der Basis C) erhélt man als Pro-
dukt der Matrix M (f) mit dem Koeffizientenvektor von u (bzgl. der Basis B).
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5.2 Matrizendarstellungen linearer Abbildungen

Definition. Rang(f) := dim(Bild(f))
Satz (Uber den Rang einer linearen Abbildung).
Rang(f) = Rang(M(f))
Beweis.
Bild(f) = {f(w)lue V}= {3 kif(v))

ist isomorph zu

ki,...,k, € K} = span{f(v1),..., f(vn)}

ai ain
span{cy, (f(v1)),...,cm(f(vn))} = span N R

am1 Qmn,

Also sind die Dimensionen gleich:

Rang(f) = Rang (M (f))

Satz (Isomorphismen und quadratische Matrizen von vollem Rang). Sei n = m, d.h.
dim V' = dim W. Dann gilt:

Vf € Homg (V,W) : f bijektiv < Rang(M(f)) =n

@fEISO(‘/,W) cKnxn

Beweis.

f bijektiv < {f(v1),..., f(v,)} Basis von W

& {en(f(v1)),...,cn(f(vn))} Basisin K™
&< Rang(M(f)) =n

O

Definition. GLi(n) := {A € K™ "|Rang(A) = n} heifllt ,,generelle lineare Gruppe (in
KTLXTL)“.

Bemerkung.
a) VA, B € GLk(n) : AB € GLk(n), denn

Bild(AB) = {ABzlz € K"} =  {Aylye K"} = K"

Fans 7

und somit Rang(AB) = n.
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27.1.2004

5 Lineare Abbildungen

b) VA € GLx(n): EnA= A= AE,.

In Worten: E,, ist sowohl linksneutral als auch rechtsneutral. Salopp: E,, ist das Einselement
der Matrizenmultiplikation.

c) Fur: = 1,2,3 seien V; K-Vektorrdaume der Dimension n; mit Basis B;. Fir die linearen
Abbildungen fo; € Homg (V3, V) und f32 € Homg (Va, V3) gilt

fa2 0 fo1 € Homg (Vi, V3)

und
M31(f32 0 for) = Maa(f32) - Moy f(21).

d) Seiweiter V3 = V4. Sei fo; bijektiv und speziell dann fq5 := f;ll. Dann gilt:
Mis(fo') - Moy (fo1) = My (31" © fo1) = M1 (idwy) = En,
Das heifdt, zu A := My (fo1) existiert eine ,inverse Matrix“ B, ndmlich B = Mlg(fil),
mit der Eigenschaft BA = E,,,.
Satz. Sei A € GLg(n). Dann gilt:

() VBe GLg(n): BA=E, = AB=E,
In Worten: Jede linksinverse Matrix zu A ist auch rechtsinvers.

(i) VB,C € GLg(n): (BA=E,undCA=E,)=C=RB
In Worten: Es gibt nur genau eine inverse Matrix zu A.

Beweis.

(i) Sei B gegeben mit BA = E,,. Sei D eine (links)inverse Matrix zu B, also DB = E,,.
Damit gilt:
AB =E,AB=D(BA)B=DE,B=DB=E,

(i) C=CE,=CAB=FE,B=B
O

Definition. Eine Matrix A € K™*"™ heifit ,,invertierbar®, ,,umkehrbar®, ,,regular®, ,,nicht-
singular*, falls eine Matrix A= € K"*™ existiert mit A=A = E,,.

Bemerkung. A~ heiBt ,die Inverse* zu A und ist auch rechtsinvers.
Satz. VA € K™ " : Ainvertierbar < A € GLg(n)

Beweis.

"=
Ainvertierbar = Rang(A~!'A) = Rang(E,) = n = Rang(4) =n = A € GLg(n)
U43

S
A€ GLg(n)und A = My (fz1) = A™1i= Myo(f') erfillt A=A = M(id) = E, O
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5.3 Der Homomorphiesatz

In Worten: Die generelle lineare Gruppe GL i (n) besteht genau aus den invertierbaren n x n-
Matrizen.

Bemerkung.

a) Zur numerischen Berechnung von A=1 = vy || ... v,
Die Gleichung AA~! = E,, ist dasselbe wie die n Gleichungen Avj=ejfurj=1,...,n.
Letzteres wird mit GAuss-Algorithmus geldst, indem Ale; transformiert wird zu E,,|v;. Fir
alle n Gleichungen ergibt sich zusammen: Aleq|es]| ... e, wird transformiert zu

Eplvi|...|v, = Ep|A™L

Kurz:
A|E,, wird transformiert zu E,,|A~"

Vergleiche Ubung 44.

Wichtig: Die (multiplikative) Inverse A~! wird im GAuss-Algorithmus nur mittels Skalar-
multiplikation und Vektoraddition berechnet.

b) Zusammenfassung zur Matrizenmultiplikation im K™*":

e assoziativ: (AB)C = A(BC) (i.a. nicht kommutativ, AB # B A mdglich).
e neutrales Element ist £,,: E, A = A.
e Aber: Invertierbare Matrizen gibt es nur in GL g (n) C K™*".

Spatere Terminologie:
Die Matrizenmultiplikation macht den Vektorraum K™*"™ zu einer (assoziativen und unitér-
en) ,,Algebra“; die Matrizenmultiplikation macht GL x (n) zu einer ,,Gruppe*.

5.3 Der Homomorphiesatz

Sei f: V — W linear. Dann ist Bild( f) ein Untervektorraum in W.

Definition. Kern(f) := {v € V|f(v) = 0} heikt ,,Kern! (von f)*, ,,Nullraum*2.

Bemerkung.
a) Kern(f) = f~'({0})
b) Kern(f) ist der Losungsraum der homogenen Gleichung f(v) = 0, d.h. L(f,0) = {v €

V|f(v) = 0} = Kern(f).
c) Kern(f) ist Untervektorraum in V.

Satz. Kern(f) = {0} = f injektiv

Yengl. kernel
2engl. nullspace
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5 Lineare Abbildungen

Beweis.
11j“
fv) = f(®) = f(v—-7) =0= v -7 € Kern(f)
V:>v—17:0:>v:f):>finjektiv
w e

v e Kern(f)= f(v) =0= f(0) = v=0= Kern(f) = {0}

\or.

O

Erinnerung: Der Quotientenraum V/ Kern(f) ist definiert als die Menge der Nebenklassen
{v + Kern(f)|v € V}, betrachtet als K-Vektorraum (siehe Ubung 32).

Satz (Homomorphiesatz). Sei f € Homg (V, W). Dann gilt:
dim(V/Kern(f)) = dim(Bild(f))
Beweis.

l. Durch ¢ : V/Kern(f) — Bild(f) mit ¢(v 4+ Kern(f)) := f(v) wird eine Abbildung
definiert, denn wenn v+ Kern(f) = 9+ Kern(f), dannv—2o € Kern(f)und f(v—0) =0
und £(v) = £(@).

Il. ¢ ist linear, denn
qf)(k‘(v + Kern(f))) = ¢(kv+ Kern(f)) = f(kv) = kf(v) = k¢ (v + Kern(f))
und

qb((v + Kern(f)) + (G—i—Kern(f))) =¢((v+70) + Kern(f)) = f(v+7)
= f(v)+ f(v) = ¢(v + Kern(f)) + (b(f) + Kern(f)).

Il. ¢ surjektiv: Klar.

IV. ¢ injektiv, denn wenn fir v + Kern(f) und © + Kern(f) gilt f(v) = f(?),dann v — v €
Kern(f) und v 4+ Kern(f) = o + Kern(f).

V. Es ist also ¢ ein Isomorphismus von V/ Kern(f) auf Bild(f). Der Isomorphiesatz aus
Kapitel 5.1 auf Seite 69 ergibt Gleichheit der Dimensionen.

O
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5.4 Der Dualraum V'*

29.1.2004 Beispiel. f:R? — R mit f @1) = x1 + T2
2

wern(f) = { (22) [+ 2 =0} = { (22
(1)

Korollar 1. Sei f € Homg (V, W). Dann gilt:

wer) = for()[ren)

dim (Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim V

=:nullity(f) :Ra;g(f )

Beweis.
dim(Bild(f)) = dim(V/Kern(f)) = dimV — dim(Kern(f))

U. 32(v)
Korollar 2. Sei A € K™*". Dann gilt:
dim(L(A,0)) =n — Rang(A)

Beweis. Offenbar L(A,0) = Kern(A) und V = K" und dim(K™) = n und dim (Bild(A))

ool

Rang(A).
Korollar 3. Sei dim V' = dim W =: n. Dann gilt:
Vf € Homg (V,W) : f injektiv < f surjektiv
Beweis.
f injektiv < Kern(f) = {0} < dim(Bild(f)) =n < Bild(f) = W < f surjektiv
U

5.4 Der Dualraum V*

Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum. Wir betrachten V* := Hompg (V, K). Eine Abbil-
dung f € V* heilt ,,Linearform (auf V)“, d.h. f : V — K ist linear.

Beispiel.
T1
a) Die Abbildung f : K™ — K mit f| : = x1 + --- + x, ist eine Linearform, die
T
,»Quersumme®,
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5 Lineare Abbildungen

b) Sei B = {v1,...,vy,} eine Basis von V. Die Abbildung f; : V — K, dieu = Y " | k;v;
auf k; abbildet, ist eine Linearform, die ,,i-te Koeffizientenabbildung*. Offenbar gilt: v =
> kv =300 fi(w)vi.

Satz (Kern einer Linearform). Sei f € V* und f # 0. Dann gilt:

dim(Kern(f)) =n—1

Beweis. Sei u € V mit f(u) # 0. Dann einerseits dim (Bild(f)) = dim(span{f(v)|v €
V}) > dim(span{f(u)}) = dim K = 1 und andererseits dim (Bild(f)) < dimK =1. O

Satz (vom Dualraum). Sei dim V' = n und dim W = m. Dann gilt:
(i) dim(Homg (V,W)) =n-m

(i) dim(V*) =n

(iif) V und V* sind isomorph.

Beweis.

(i) Nach dem Darstellungssatz (Kapitel 5.2 auf Seite 70) sind Hom g (V, W) und K™*"
isomorph. Aus Isomorphiesatz (Kapitel 5.1 auf Seite 69) folgt dim (Hompg (V,W)) =
dim(K™*™) =m-n

(i) Klar wegen V* = Homg (V, K) und m = 1.
(iii) aus Isomorphiesatz
O
Ansicht der Isomorphie zwischen V und V* durch ,schone® Basis von V * Sei
eine Basis B = {v1,...,v,} in V gegeben. Betrachte die Koeffizientenabbildungen: fir alle

i=1,...,n0f = f; : V — K mitv(u) = k;, falls w = >_" | k;v;. Wie auch sonst ist v}
bestimmt durch ihre Basisbilder:

1 fallsi=j

=6y  KRONECKER®-Delta“
0 fallsi+#j

ijl,...,n:v;k(vj):{

In der Tatist B* := {v],...,v}} eine Basis fiir V*; sie heil3t ,,die duale Basis (zu B)".
Beweis.

I. B* ist linear unabhéngig. Dennsei > ; k;vf =0.DannVj =1,...,n:

0= (Z kw:) (vj) = Z ki (v (vy)) = Zki5ij = k;
= = et

9% eK

3Leopold KRONECKER, 1823-1891
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5.4 Der Dualraum V'*

Il. B* ist Erzeuger von V*. Denn sei f € V*. Setze a; := f(v;) fur i =
konstruiere die lineare Abbildung > | a;vf : V — K. Esgilt Vu € K:

(Z a;v; ) (u) =
=1

Also gilt f € span B*

n

2

i=1

ai (v (W) = 3 Flwsvi (u)
=1

{

n

Zv.

=1

*
7

(U)Uz'>

1,...,n und

= f(u)
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6 Ringe

Motivation: Z ist kein Korper wegen fehlender Divisionsmdglichkeit, aber ein Ring.

Definition. Ein Tripel (R, +,-) heit ,,Ring*, falls

e R Menge, + : R x R — R ,Addition“, - : R x R — R ,,Multiplikation“
e und die Addition assoziativ und kommutativ ist, ein Nullelement hat und inverse Elemente
e und die Multiplikation assoziativ ist

¢ und die Distributivgesetze gelten.

Beispiel.

a)
3.2.2004 h)

Sei K Korper. Fir n € Nist K™*™ ein Ring (in Wirklichkeit sogar eine Algebra).

Funktionenringe: Gegeben sei Menge X und ein Ring R. R ist ein Ring mit der tblichen
Addition und Multiplikation fir Funktionen:

o (f+9)@)=f(x) +glx) VeeX
o (f9)(x):=f(a)g(z) VzeX
e mit Nullelement n(z) :=0 Vre X

Insbesondere auch fiir Korper K ist KX ein Funktionenring, aber hier sogar mehr: eine
Funktionenalgebra?.

Sei R ein kommutativer Ring. Dann definiere ,,Potenzfunktionen durch f;(z) = a7 :
R — Rdurch 20 := 1,29 := -2~ = 291 . . Eine lineare Kombination von Potenzen
heilit ,ein Polynom®, d.h. 3n € N3ko,... .k, € R¥z € R : f(z) = > 7_, k;a/. Dann ist
R[] := span{z7|j € Ny} ein Ring, genannt der ,,Polynomring (iber R)*.

Insbesondere fur Korper K ist K [x] ein Ring, hier sogar eine Algebra.

! Algebra = Vektorraum mit Multiplikation
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7 Determinanten

Fur Korper K und n € N betrachte K™*™.

7.1 Determinantenformen

Gesucht sind Abbildungen f : K™*™ — K mit drei Eigenschaften:

(ML) Vj =1,...,nV21,...,2j_1,2j41,...,2n € K™

. n
fj‘zl7---7ijlyzj+17---yzn K" = K
Zj = f —Zj

ist linear. In Worten: Die Abbildung f ist ,,multilinear* in dem Sinne, daf die ,,partiellen

Abbildungen® z; — f : bei festen Zeilen ¢ # j linear sind in z;.

—, —
(GL) VA € K™\ GLg(n) : f(A) =0

(NB) f(E,) =1 (,Normierungsbedingung*)

Bemerkung.

a) Eine solche Abbildung — falls sie existiert — heif3t eine Determinantenform.

b) Die Abbildungen & f mit k& # 1 erflillen auch (ML) und (GL) aber nicht (NB).

Beispiel. n = 2. Auf K2*2 definiere ¢ durch g (Z” Z”) ‘= a11a22 — ajaas;. Dann ist g
21 22
eine Determinantenform, denn

(ML) Mit a1, ago fest, gilt

kair kaia\ 1 1 _ o (a1 @12
g = Ka11022 — KG12021 = Kg
as  a a1 a2
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7 Determinanten

und

g (an +b11 a2 + b2

) = (a1 + bi1)age — (@12 + bi2)as
a1 a2

~ fann ai2 b1 b2
=49 +9g .
a1 a2 az; a2
~> J1laz1 a0, liN€QAI. Ebenso folgt, daB g- linear.

(GL) Rang(A)=0=A=0=¢(0)=0

a a
Rang(A)=1= A= (k;jl k?a1122 = g(A) = a11kars — kajjaia =0

(NB)gG) ?):1-0:1

Satz (Determinantenformen und elementare Zeilenumformungen).

Sei f: K™"™ — K eine Determinantenform, A = : e KM je{l,...

_zn_

. AT
fest, Aj(v) :== | —wv— |.Dannqgilt:

(i) Vk € K : f(Aj(kz)) =kf(A) v
(i) Vk € KVL# j: f(Aj(z +kz)) = f(Aj(z) + kf(4;(2)) = f(A)

(iii)) VI # j :

_Zl_

— 241

_Zn_
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7.1 Determinantenformen

Beweis. (iii)
Jj-te Zeile: —z; + 2 — —zj+ 25— —zj+ 25—
0=f : =f : +f :
I-te Zeile: —z; + z; — —— —z;—
= f(4)+0+0+ f(B)
O
Satz (Eindeutigkeit). Seien f,g : K"*"™ — K. Dann gilt: 5.2.2004

f Determinantenform und g Determinantenform = f =g

Bemerkung. Die damit eindeutig bestimmte Determinantenform heift ,,die Determinante* und
wird mit f =: det bezeichnet.

Beweis.
I. VA e K™\ GLg(n): f(A) = 0=g(4)

(GL)

Il. VA € GLk(n) : Der GAUss-Algorithmus macht aus A~!|E,, mittels elementarer Zeile-
numformungen E,|A. Es gibt also eine Abfolge By := E,, Bs,...,B;_1,B; := A s0,
daB B; aus B;_; durch eine elementare Zeilentransformation hervorgeht. Entlang dieser
Abfolge gilt fur f und g:

f(B1) = f(En) =1=g(En) = g(B1) und
(i) Skalarmultiplikation mit k& # 0: f(B;) = kf(Bj—1) # 0
(i) Vektoraddition einer skalierten Zeile zu einer anderen: f(B;) = f(Bj—1) #0
(iii) Vertauschung zweier Zeilen: f(B;) = —f(Bj-1) # 0

k k
Also f(By) = ¢ +1 » f(B1) =14 +1 ;g(B1)=g(B2)
-1 -1
k k
us.w.bis f(A) = +1 o f(Bio) =4 +1 ¢ g(Bi_1) = g(A).
-1 -1
O
Korollar. VA€ K™": A€ GLg(n) < det A#0
Beweis.
11j“
Aus Riickschau auf Beweis oben.
11<:“
Indirekt: A ¢ GLg(n) (G:S det A = 0. O
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7 Determinanten

7.2 Permutationen

Sei n € N und die Menge {1,...,n} gegeben.

Definition. Die Menge aller bijektiven Abbildungen von {1, ..., n} auf sich selbst heif3t ,,sym-
metrische Gruppe S,,"“. Diese Abbildungen nemmt man ,,Permutationen®.
Also S, := {71' AL,...,n}—=A{1,...,n} ‘ 0 bijektiv}.

Satz (Abzéhlsatz). £S5, =n!:=1-2-3...(n—2)(n —1)n
(n!:,,n Fakultét“l)

Beweis. Fir die Werte von 7(1) gibt es n mogliche Werte j; € {1,...,n}. Flir 7(2) gibt
es (n — 1) mogliche Werte jo € {1,...,n} \ {j1}. Danach sind fur =(3) die Werte j3 €
{1,...,n}\ {Jj1, 72} moglich. Und so weiter. .. O

Beschreibung einer Permutation mittels Wertetabelle:

N DN
=W
NN

n
1
2
3
4

1=mn(4)
® hat ,,Fixpunkte* 2 und 4, d. h. Fix(¢)) = {2,4}. Analog Fix(m) = {2}.
Komposition 7 o
m:‘b(n) } ; ; i’ j mit Fix(m 0 ¢) = {2, 3}.

Alternative Notation mit ,,Zyklen* ist effizienter:
T (1 3 4),3-Zyklus“ lies:w(1) =3, 7(3) =4, 7(4) =1
¥ (1 3),2-Zyklus* =, Transposition®.
moth« (1 4)=(1 3 4)o(1 3),dennfirz=1,2,3,4 erhdlt man

links (1 4) (1) =4 rechts (1 3 4)o(1 3)(1)=4
links (1 4)(2) =2 rechts (1 3 4)o (1 3)(2) =2
links (1 4)(3) =3 rechts (1 3 4)o(1 3)(3)=3
links (1 4)(4) =1 rechts (1 3 4)o(1 3)(4) =1
Zyklen brauchen nur n — § Fix() Speicherplatze.
Speziell fur Transpositionen:
j # 1 hat Zyklus (5 1)
n |1 ... j=14 j+41 ... 1-111+1 ... n
m(n) | fix l fix j fix

Offenbar gilt (j 1) (j 1) = Identitat := e, d.h. (j 1) = (j 1),

Satz. Jeder k-Zyklus (k > 2) ist Komposition von Transpositionen.

Yengl. n factorial
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7.2 Permutationen

Beispiel. (1 3 4)=(1 3)o (3 4)

Allgemein:
(1‘1 ro X3 ... Tj—9 X1 1‘[) = (.%'1 .%'2) 0(1'2 1‘3)0- . -O(.%'l,Q xl,l)o(xl,l .%'l)

Man kann 2-Zyklus expandieren in Nachbartranspositionen.
Beispiel. (1 4)=(1 3 4)o(1 3)=(1 3)o(3 4)o(1 3)
weiter (1 3) = (1 2)o (2 3)o(1 2)
ergibt zusammen (1 4) = (1 2)o(2 3)o(1 2)o(3 4)o(1 2)o(2 3)o(1 2)
Satz. Jede Transposition ist Komposition einer ungeraden Anzahl von Nachbartranspositionen.
Beweis.

G =0 j+1)(G+1 j+2)---(1-2 1-1)(1—-1 1)

(=2 1-1)-(j+1 j+2)(j j+1)

besteht aus 1 + 2(I — 1 — j) Nachbartranspositionen. O

Speziell fur Nachbartranspositionen:
(j j+1)hatl+2G+1-1-j) =1
Interpretation der Zahl 1+ 2(I — 1 — j):

Definition. Sei 7 € 5,,.
(i) EinPaar (j 1) € {1,...,n}*heiBt,,Fehlstand (von m)“, falls j < i und 7(5) > = ().

(i) f(m):=8{(j 1) (; 1) istFehlstand von }

Beispiel.
a) f((j 7+1))=1,denn
n 1 ... j—-1 4 j4+1 ... n
G j+1) | fix j+1 5 fix

b) f<:1)) . ‘1*>z4,denn (1,2), (157, (1,4), (237, (2,4), (3, 4)

c) Eine Transposition (j 1) mitj <ihatf((j 1)) =1+2(—1-).

Im folgenden bezeichne + € S,, stets eine Transposition und v € S,, eine Nachbartransposi-  10. 2. 2004
tion.

Definition (Signum-Funktion). sig : S,, — {—1,+1} ist definiert durch

Sig(ﬂ) = {+1’ falls f(ﬂ-) € 2Ny (gerade)

—1, falls f(x) € 2Ny + 1 (ungerade) -
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7 Determinanten

Bemerkung.

a) Kurz spricht man von ,,geraden* Permutationen, falls sig(7) = +1, und von ,,ungeraden®
Permutationen, falls sig(7) = —1.

b) Jede Transposition ist ungerade, d. h. sig(7) = —1.

c) Die Identitét e ist gerade, d. h. sig(e) = 1.

Satz. Seienm,c € S,undT =71ro0---o7; = wvyo---0ory .Danngilt
N’ N e’
Komposition von Komposition von

Transpositionen  Nachbartranspositionen
(i) sig(m o o) = sig() - sig(o)
(ii) sig(m) = (-1)" = (-~
(iif) 7 gerade < T gerade < N gerade
(iv) 7w ungerade < T ungerade < N ungerade
Beweis. (i) und (ii): Seiv = (j j -+ 1). Dann gilt:
(4,7 + 1) Fehlstand von o = f(roo) = f(o) — 1
(4,7 + 1) kein Fehlstand von o = f(voo) = f(o) + 1
Zusammen folgt: sig(v o o) = —sig(o) = sig(v) - sig(c). Daraus fur 7 = (j 1):

sig(r 00) = (~1)"+201) - sig(o = (~1)sig(o) = sig(7) - sig(0)

Insbesondere sig(m) = (—1)7 = (=1)" und sig(moo) = sig(ro---ori00) = (—1)T sig(c) =

sig(m) sig(o).
(i) und (iv) klar. O

7.3 Leibnizsche Determinantenformel

Satz. Sein € N und K ein Korper. Dann ist die Abbildung det : K™*™ — K mit

n

det(4) := > sig(m) [ [ airqr

TESn i=1
die Determinantenform auf K>,

Beispiel. n =1: S = {¢}, det(a) =sig(e) -a=a
n=2:21=25={¢(1 2)},

air  a12 . .
det <a21 a22> = sig(€)aiagy + sig (1 2) G12021 = G11022 — @12021
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7.3 Leibnizsche Determinantenformel

n =3 3!:6,53:{?(1 2 3),(1 3 2),(2 3),(1 3),(1 2)},

+ + - - -

ai; a2 ais
det | a21 a2 a3 | = ariaass + ajnaszas; + aizazias:
azr asz2 as3
— 11023032 — (13022031 — 12021033

Beweis.
I. Fir (ML) ist zu zeigen, daB det(A) als Funktion der j-ten Zeile z; := (a;1,. .., a;y,) linear

ist. Dazu seien Pj(h) := {m € S,|m(j) = h} die Permutationen, die j auf & abbilden.
Deren (disjunkte) Vereinigung fir h = 1,...,n ergibt S,,, d. h.

S )
h=1
Daraus folgt
det(A) = Y sig(m) [[amey =Y. D> |sie(m) [[aima | ain
TESn i=1 h=1reP;(h) i=1
7]
= Ch

n
= Z ChQjh,
h=1
was offensichtlich linear ist in z;.

Il. @) Fir (GL) ist zu zeigen, daB det(A) verschwindet, wenn z; = 3, k;z; lineare Kom-
bination der anderen Zeile ist. Nach | gilt:

det | —z;— | = g kidet | —z;—
—zii— | i —Zj1—
| S ——
Matrix mit 2

gleichen Zeilen

b) Sei A Matrix mit zwei gleichen Zeilen i und j, d.h. aj; = aj firl = 1,...,n. Dazu
seien P;;(l,h) := {7 € Sy|m(i) = I,7(j) = h} (i # j) die Permutationen die ¢ auf
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7 Determinanten

und j auf h abbilden. Deren (disjunkte) Vereinigung ist

Sn=Y_> Py(l,h) = }: E: Py(l,h) + {mo7|m € Py(l,h)}),

=1 h=1 =1 h=I+1

wobei 7 = (i j). Daraus

det(A) = Z sig(m Ha“f(l

7T€Sn

n—1
= Z Z Z Slg H Qrr(r) + Slg mo T H Qrror(r)

S Z Z Z [sig(m) — sig(m H Apr(ry =0

I=1 h=1+17€P;;(l,h) -

(*) gilt wegen

r 7é 1,] = Arror(r) = Qrr(r)
r=1= Aiwor(i) = Qin(5) = Ajm(4)

T=07 Gjmor(j) = Gjn(i) = din(i)
Somit H Arr(ry = H Arror(r)
r=1 r=1

I1. Far (NB) ist zu zeigen, daR det(E, ) = 1. Dazu det(E,) = sig(e)-1---14+0=1.

O
12.2.2004  Definition. Die zu A = (aj)i=1,...,n € K"™*" ,transponierte Matrix* AT ist definiert durch
Jj=1,...,n
AT = (ajl)le ----- n 2
i=1,....m
Beispiel
_ 123 2x3
a) A= <4 5 6> eR
1 4
= AT =2 5| e R3*x2
3 6

2Andere Schreibweisen: A*'A, A’
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7.3 Leibnizsche Determinantenformel

Satz (Invarianz der Determinante unter Transposition).
VA e K™ : det(A) = det (AT)

Beweis.

det(A) = Z sig(m) Ham(i) = Z sig (71_1) Haﬂﬂ(j)j
=1 j=1

TESy J=1) |r-teg,
i=n1(5)
= > sig(0) [[ a0 = det(a”)
o=n"1 cES, 7j=1

Satz (Multiplikationssatz flr Determinanten).
VA, B € K™ : det(AB) = det(A) det(B)
Beweis. Sei B fest.
I. Sei A die Matrix, die in B die Zeilen 5 und [ vertauscht, d. h.

mita;; = ay = 0und aj; = a;; = 1 und 1 auf der restlichen Hauptdiagonalen und 0 sonst.
Tatsachlich gilt:

—zj— —z—
A =
=B —B
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7 Determinanten

Il. Sei A die Matrix, die die Zeile j in B mit k& # 0 skaliert, d. h.

mit a;; = k und 1 auf der restlichen Hauptdiagonalen und 0 sonst. Tatséachlich gilt:

Al —zj— | = | —Fkz;—
=B =B

Es gilt det(A) = k und det(AB) = det(B) = kdet(B) = det(A) det(B).

I1l. Sei A die Matrix, die in B zur Zeile j das k-fache der Zeile [ hinzuaddiert, d. h.

mit 1 auf der Hauptdiagonalen und a;; = & und 0 sonst. Tatsachlich gilt:

—zi— —zj +kzy—
A = :
=B =:B

Es gilt det(A) = 1 und det(AB) = det(B) = det(B) = det(A) det(B).
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7.3 Leibnizsche Determinantenformel

IV. Sei nun A beliebig, aber mit Rang(A) = n. Dann kénnen wir A~! mit endlich vielen
elementaren Zeilentransformationen T4, ..., T, zu E, transformieren, denn mit GAUSS-
Algorithmus:

A7YE, —>TGAUSS E,|A
1

Das heift [T, 7,] A~! = E,,. Multiplikation von rechts mit A liefert A = [, T,..
Inshesondere folgt

det(A) = det (ﬁ Tr> = det <T1 ﬁ TT> = det(77) det (Tg ﬁ TT>

r=1 r=2 r=3
= =[] det(T3)
r=1
und
det(AB) = det( 11z B) = det <T1 117 B)
r=1 r=2

| TIII det(Tl)det <T2 ﬁTr B) — ... = [ﬁ dEt(Tr) det(B)
- r=3 r=1

= det(A) det(B)

V. Sei nun A beliebig mit Rang(A) < n. Esgilt det(A) = 0 und Rang(AB) < Rang(A) <
043
n und damit det(AB) = 0 = det(A) det(B).

Korollar.
(i) VA, B € K™*" : det(AB) = det(BA)

(i) VA € GLg(n) : det(A™") = g
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